Apunte 2:

Las probabilidades como una extension de la
logica

* 1. Introduccion - La estadistica frecuentista.

« 2. Medicion de un péndulo: lo que calculo $vs$ lo que interesa.
+ 3. Plausibilidad: probabilidades bayesianas.

* 4. El péndulo revisitado.

* 5. Esquema de razonamiento.

1. Introduccion - La estadistica frecuentista

Lo que vimos hasta el momento se enmarca dentro de una perpectiva frecuentista de la estadistica.
El relato es el siguiente:

» Existe una variable aleatoria X
ej: X = resultado de tirar un dado.

e La variable tiene realizaciones concretas X, que son impredecibles.
ej: x=3 (tiré el dado y sali6 3)

+ Defino la probabilidad como la frecuencia de que aparezca un resultado:

Pr) = lim #{x=r}

N->o

En 1933, el matematico ruso Andrey Kolmogorov publica su libro: Fundamentos de la Teoria de
Probabilidades en el que se presenta un formalismo axiomatico. Una version de los axiomas es:

e La probabilidad es positiva
¢ Regla de la suma:

P(A)+P@A) = 1
¢ Regla del producto

P(AB) = P(AIB) P(B)
= P(BIA) P(A)

Esta ultima relacién algunos dicen que es un axioma y otros que es la definicidon de la probabilidad
condicional, ya que P(AIB) se lee “la probabilidad de A dado que sé que ocurrié B*.

De la regla del producto, igualando las dos versiones se deduce el Teorema de Bayes que me dice cémo



dar vuelta los condicionales:

P
P(AIB) =

que no parece tener nada tan raro como para armar mucho lio.

2. Medicién de un péndulo: lo que calculo vs lo que
interesa

Supongamos que tengo un péndulo. Armo un modelo platénico que dice que
en un péndulo

T =2r4/—
8

Segun este modelo, si mido el periodo  me tiene que dar siempre lo mismo (f = 7). Pero eso no sucede !

Tengo que mejorar mi modelo. Armo un modelo estadistico que incluye las molestias del mundo. Digo que
en realidad estoy midiendo ¥ = T + € donde € ~ ./\f(O, 02) es el mundo incidiendo sobre la medicién con
una distribucién normal de promedio cero y de dispersion o .

Entonces cuando mida, voy a estar midiendo una variable aleatoria ¢ y puedo hacer su histograma
(gaussiano él) y hablar de la probabilidad de que una medicién tenfa cierto valor: P(?).

Pero a mi, que me gustan tanto las mediciones  lo que me interesa no es la distribucion de las mediciones.
Mi objetivo es conocer algo del mundo, saber de el periodo del péndulo 7.

Pero en el enfoque frecuentista no puedo ni siquiera hablar de la probabilidad de 7', ya que no se trata de
una variable aleatoria, sino de un valor platdnico que existe antes de que los monos del mundo vengan a
molestarme.

De lo que puedo hablar es de P(IT) y puedo calcular lo que quiera. Pero la pregunta que me intresa es cudl
es la probabilidad de que 7' tenga un valor dadas las mediciones que hice ? Me estoy preguntando por
P(TIt), pero de eso no se puede hablar.

Lo que es peor: es una limitacion conceptual, ya que el Teorema de Bayes nos explica bien sencillito como
dar vuelta el condicional.

3. Plausibilidad: probabilidades bayesianas

No fue el primero, pero un lindo antecedente de esta discusion fue la que planted el matematico hungaro
George Pdlya en 1954. Pdlya como estudiante se maravillaba por la perfeccion de las demostraciones
matematicas, pero siempre se preguntd acerca de cdmo se le pueden ocurrir esas cosas a alguien. Esto esta
descripto en su libro “Matematicas y razonamiento plausible” donde desarrolla la idea del razonamiento
plausible.

El ejemplo del ladron es de él, aunque no de ese libro.



Supongamos que un policia escucha en la noche que se rompe un vidrio y suena una alarma.
Al aproximarse al lugar ve salir por la vidriera rota de una joyeria un hombre con antifaz y las
Joyas en el bolsillo.

Inmediatamente lo detiene porque interpreta que se trata de un ladrén, pero esa conclusion no
se dedice légicamente de las premisas.

Efectivamente, los vidrios pueden romperse sin que los rompan a propdésito para robar, los antifases no
necesariamente los usan los culpables de robo y llevar joyas en el bolsillo no es delito. No siquiera esta claro
a quién le pertenecen las joyas. Incluso todos esos hechos a la vez tienen una explicacion inocente.

Sin embargo, muchos estariamos dispuestos a pensar que se trata de un robo, porque todo lo que ocurre es
tan infrecuente si no se trata de un robo, que si bien no puedo demostrarlo, es plausible que asi sea.

Inspirado en estas ideas, el fisico Richard Cox, en 1961 publicé un teorema que dice que si uno quiere definir
una medida de la plausibilidad de una afirmacién, con la condicién de que

e sea un numero entre cero y uno.

e que valga cero si algo es falso

e que valga uno si es verdadero

e quiero que satisfaga algunas hipotesis sencillas y razonables

Entonces
Las reglas de la Plausibilidad de una afirmacion satisfacen los axiomas de la probabilidad de Kolmogorov.

Eso quiere decir que la probailidad y la plausibilidad son términos sometidos a la mismas reglas
matematicas.

4. El péndulo revisitado

los datos medidos corresponden a un conjunto de mediciones independientes:

Entonces puedo calcular (Teorema de Bayes):
P(T\D) = PDIT) P(T

Los personajes de esta historia son:

o P(TID) :eslo que quiero calcular. Es la distribucion plausible de 7.

o P(DIT) :esloque sé calcular. Como funcién de 7" no es una probabilidad. Por ejemplo no esta
normalizada. Se la denomina la likelihood (me gusta traducirla como la funcién verosimilitud)

e P(D) :eslaprobabilidad de los datos, pero independiéntemente del valor que tome 7.
Claramente es un valor que no depende de 7"y por lo tanto es un factor multiplicativo en la cuenta que
me interesa. Lo pensamos como un factor de normalizacion.

« P(T) : es la probabilidad de T sin tener en cuenta los datos medidos. A esto se lo llama
distribucion prior.

Hay rios de tinta discutiendo acerca del criterio con el que elegir la funcién prior. Basicamente hay tres
criterios:



e expresar que no sé nada sobre esta variable y proponer una prior uniforme (constante). Es muy
cémodo numéricamente y lo vamos a hacer muchas veces. Pero es un poco raro porque si hacemos
un cambio de variables, por ejemplo si expresamos todo en términos de la frecuencia en lugar del
periodo, la prior cambia de forma.

e expresar que no se nada de nada de nada sobre la variable. Y para hacerlo objetivamente, defino una
entropia y la maximizo.

» lo mejor es reconocer que algo difuso se conoce de la variable en cuestion y lo mejor es poner aca lo
que efectivamente se conoce. Aqui se pueden incluir mediciones anteriores.

Lo cierto es que mi medicion va a tener mucha mas informacion que la prior (al menos eso es lo que me
gustaria sacar de una medicion: informacion). Eso implica que el término P(DIT') esta muy localizado. Los
datos que medi no dejan que 7' puedan valer cualquier cosa. Pero la prior es un flan.

De manera que al final del dia, si mi medicion contiene buena informacion, la eleccién de la prior no afecta el
resultado y estamos pensando demasiado cosas poco interesantes. A lo sumo, cuando lleguemos a un
resultado, siempre podemos chequear la influencia de la prior en el mismo.

Hacemos ahora las cuentas del péndulo:

["P(TID)  P(DIT) P(T) |

donde proponemos una prior uniforme P(T) o 1. Resulta:

P(DIT) = P({ti}y | T)
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Pero si desarrollamos la sumatoria del exponente resulta que

N N .
Dt =T = Y (7 +24T +T?) = N(t} +2T1 +T?)

Aqui vale la pena recordar que todos los términos que no dependan de 7" son constantes multiplicativas para
lo que me interesa, porque estan en el exponente.

-2
Por lo tanto puedo tirar el primer término y reemplazarlo por ! sin problemas y entonces resulta que
P(TID) (-1)°
XeXp———5—
P~ 262N

el resultado de medir N veces t es que el periodo T' tiene una distribucién gaussiana alrededor
del valor medio de las mediciones, con una dispersion que es

o

VN

y este es el mismo resultado que habiamos encontrado antes, pero aclarando las hipotesis y que significa lo
que estamos diciendo. Antes hablaba de la dispersion del promedio, en el caso de eventuales repeticiones
del experimento, pero ahora hablamos de lo que es razonable pensar acerca del valor de 17" dados los datos
medidos.



5. Esquema de razonamiento

La relacion entre teoria y experimento queda descripta por el siguiente circulo:

ESTODSTIiCA

7’(1; le)
”oc/e lo Med.cién
o D

’P(Blb)

Inferencia
Bovesiona

Por un lado tenemos un modelo de la realidad que tiene algunos parametros € sobre los que quiero obtener
informacién. Aqui condensamos en € todos los parametros que necesita el modelo. Pueden ser muchos
parametros numéricos continuos o discretos. Incluso puede indicar diferentes modelos alternativos.

Con este enfoque es completamente equivalente hacer un test de hipotesis que hacer un ajuste de
parametros: siempre quiero saber qué me dicen los datos acerca de 6 que refleja la flexibilidad de mi
modelado.

Con esto tenemos toda la matematica que necesitamos para calcular o que se nos ocurra. No quiere decir
que sea facil, pero que podemos dejar planteados nuestros problemas.

Lo que me interesa que quede como moraleja es que los experimentos nos dan informacion sobre los
parametros del modelo, pero no de manera contundente:

Todo lo que sé acerca de la realidad esta expresado en distribuciones

Salu.

(Fin de la segunda parte de las clases de errores. Willy 2017.)



