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Al proceso de calcular la distribucidén de los parametros del modelo, dado el resultado de una medicion, lo
llamamos ajuste.

Para los fisicos, un trabajo glorioso termina dibujando una curva hermosamente ajustada por una teoria, pero
es bueno saber que la nocién de ajuste no se limita a ajustar una curva.

Por eso vamos a empezar con un ejemplo que no sea una curva.

La unica matematica que necesitamos es que

P(0ID) < P(DI9) P(6)

1. Moneda de probabilidades desconocidas

Tengo una moneda que no sé de donde salié y es posible que esté cargada, es decir que la probabilidad de
que salga cara al tirarla, no es necesariamente a la probabilidad de que salga ceca.

Vamos a modelar el problema con un parametro €:
6 = probabilidad de que salga cara

Resulta inmediato calcular la likelihood. Si tiro una vez la moneda y sale X:

x=1 (cara)

P0) = { 1-60 x=0 (ceca)

Solo queda especificar la prior. Voy a proponer una prior uniforme, que es una hipotesis babieca, ya que
significa que nunca en la vida vi una moneda.



Nuestra experiencia cotidiana con monedas tiene mucha mas informacién que eso, pero resulta mas simple
comenzar siendo un poco sonzo.

Para calcular algo, necesito resultados. Por eso propongo diferentes resultados de mediciones.

1.1 Medicion todas cara

Supongamos ahora que los datos medidos son todas caras. Si mido N tiradas,
resulta que

P(01{x}y) =A0N P©)
y no es dificil obtener el factor de proporcionalidad que sale por normalizacion:

A=N+1

Graficamos.

N veces cara
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Vemos que

« antes de medir (curva azul) me da lo mismo cualquier 6

+ Simido una vez cara, es mas probable que la proxima vuelva a ser cara.
Ademas la probabilidad de que siempre salga ceca, se ha vuelto cero.

¢ A medida de que salga muchas veces cara, la probabilidad maxima es que vuelva a salir cara, y cada
vez se concentra mas la probabilidad cerca de 8 = 1.

1.2 Balance cara-ceca



Si sale una vez cara y una vez ceca alternadamente, cada dos veces aparece el factor (1 — ) y resulta (N
par):

P (0{x}) = A 6N (1 - )" P(O)

El factor de normalizacion es muy aburrido de calcular, pero para graficar la forma, podemos hacer que el
maximo de la funcién tenga siempre el mismo valor. Para eso basta hacer

A =2V

Veamos lo que da:
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e con dos datos medidos (una cara y una ceca) se hacen cero las probabilidades extremas. Es una
parabola centrada en € = 0.5
« cuanto mas mido, mas se concentra la probabilidad de 0 en el centro.

1.3 Medicion al azar

Vamos a sintetizar datos al azar para un 944 = 0.4

Evito explicitamente hacer cuentas analiticas, asi me parece mas instructivo.
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La conclusion es que aun con 1000 valores, no da exactamente 0.4, pero al menos esta dentro de lo parece
plausible.

2 Aproximacion Gaussiana

Como vimos, muchas veces el resultado de la estimacion de un parametro es una forma funcional con un
maximo bien localizado. Con excepcidn de las curvas del experimento donde siempre sale cara (sec. 1.1)
todas tienden a ser formas que alcanzaria caracterizarlas con una localizacion y una dispersion.

Formalmente, podemos hacer la susticucién:
POID) x e™®

« Sdlo estoy sustituyendo la funcién P(61D) por otra
e Laotrase Ilama)(2(9), y se le dice chi-cuadrado pero no hay que pensarlo como el cuadrado de
nada. Es una notacion tradicional, que mantenemos.

2.1 Una variable

Si P(61D) tiene un maximo en €, podemos encontrarlo con la condicion:

oy’

E R

y alrededor de ese punto, desarrollamos en serie de Taylor hasta el segundo orden (que es el primero que



varia):

?y?
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X2 0) = x*(0) + 5 0 —0)*

Esto nos dice que la ditribucion alrededor del maximo es de tipo gaussiana, con una dispersién de

L _ 62)(2

2 2
c 00 P

De esta manera podemos encontrar el valor maximo 0 y la dispersioén del resultado. Basta calcular las dos
. . 2
primeras derivadas de ¥

Pero qué pasa si tengo varias variables (si € tiene muchas dimensiones)?

Primero veamos qué es una gaussiana en muchas dimensiones.

2.2 Distribucion Normal Multivariada

Lo mas sencillo seria multiplicar las distribuciones gaussianas de dos variables independientes, y asi vamos
a comenzar.

2.2.1 Variables independientes

Tenemos las variables independientes X e y y queremos expresar la distribucidon conjunta. Es sencillo,
porque son independientes: se multiplican las distribuciones.

P(x,y) = P(x) P(y)
= G(x, My, oy) G(y, Hys Gy)

1 2 1 2
1 1 e 02 (x—pix) 2@2 (v /"y)

- \/2mos \/ 2n0?

a esta Ultima expresion, la podemos pensar en términos de una matriz diagonal 2 definida como:

5 6z 0
N 0 O'yz

1 -1 X—Hy
=5 O—phy 5 y—py) B
y—//l).

P(x,y) = Multivar (x,y, u, %) = e

(Var)” VeI

y asi queda una forma muy compacta de una distribucion de dos variables. Esta distribucion se llama normal
multivariada y se puede generalizar facilmente a muchas variables.

El hecho de que sean independientes esta reflejado en que la distribucion conjunta se construye
multiplicando la distribucion de cada variable por separado. Visualmente, esto se ve en que la forma
resultante esta alineada segun los ejes.


https://en.wikipedia.org/wiki/Multivariate_normal_distribution
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2.2.2 Variables correlacionadas

El ejemplo anterior es facilmente generalizable, si liberamos la restriccién que la matriz 2 sea diagonal. Lo
vamos a relajar, pero no tanto: vamos a necesitar que la matriz sea simétrica y (semi) definida positiva.

Eso nos permitira escribir en el exponente expresiones de segundo ordenenXx e y.

Se puede demostrar que los elementos de nuestra matriz representan la covariancia entre las variables:

X = Cov(x;,x;) = (X; —X;) (Xj — X))

La covarianza es una medida de cuanto cambian a la vez dos variables. Si las variables son independientes,
la covarianza es nula. La inversa no es estrictamente cierta, pero para los casos con los que nos vamos a
encontrar en el barrio, vamos a usarlo como si asi lo fuera.

Los elementos de la diagonal, son las correlaciones de una variable consigo misma y la definicion coincide
con la varianza.
2 0,0
o-x X yp

Y= 5
O0x0yp Oy

Aqui escribimos una version normalizada de la covariancia, que es el coeficiente de correlacion.


https://en.wikipedia.org/wiki/Covariance
https://en.wikipedia.org/wiki/Pearson_product-moment_correlation_coefficient

Covx;, X;)

« Gracias a la normalizacion, p varia entre =1 y +1.

e En los extremos, las variables estan tan correlacionadas que podemos saber el valor de una de ellas,
conociendo la otra.

o Sip = Olas variables son independientes (salvo casos muy raros).

» Sila correlacion es positiva, ambas variables aumentan o disminuyen juntas, si la correlacion es
negativa, cuando una variable aumenta, la otra disminuye.

En el caso general, la distribucidon normal multivariada no tiene nada de raro, salvo que el maximo no se
encuentra orientado segun los ejes. Se puede demostrar facilmente que basta una rotacion en el espacio X, y
para tener nuevas variables independientes.

Para ilustracion, nada mejor que un dibujito. Reproducimos el caso anterior pero con una correlacion.

La expresion general que usaremos es:

1

N{ZMD

1 _
P(x) = Multivar (X, u, X) = ot (o) E (xp)

2.3 Desarrollo en el maximo



Ya entendemos como se expresa la gaussiana multivariada. Podemos generalizar el resultado de una
variable.

Primero encontramos el maximo pidiendo que todas las derivadas parciales sean nulas:
Vi), =0
)( ( ) 0

y el desarrollo en serie alrededor de ese punto es:
2 2 A NT A
22O =0+ 5 ©O-0)"HO-0)

donde H es el Hessiano: la matriz de las derivadas segundas. Y la analogia con la distribucién multivariada,
es inmediata

62)(2 4
H= 150,09, =x

De esta manera, conociendo la funcion ¥ < (), puedo calcular el centro de la distribucién y la matriz de
correlaciones que resulta de aproximarla por una distribucion normal.

3. Ajuste de curvas - Cuadrados minimos

Mi problema ahora se puede plantear asi:

e tengo una variable de control X que la puedo colocar en varios valores X;
(La variable puede ser una medicion, pero para el formalismo necesitamos que no tenga error
asociado)

e en cada una de las mediciones mido una variable Y; que responde a un modelo donde y es una
funcién de X con un ruido gaussiano de dispersion 0;

Yi =f(xi,0) +¢€;
Si colocamos una prior uniforme, resulta que
P(OID) < P(DIO)
« [[Poilxi 6)
i
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(i —f(xi,0))°
X exp — Z 20_2

de donde resulta que

Yi~f(x1,0))
)(2(8) — Zi %

Encontrar los calores éptimos de € equivale a encontrar los maximos de P(01D) y eso equivale a minimizar
L 2 2
la funcion ¥ ~(0).



Este método se llama de los cuadrados minimos y es el que se usa habitualmente para ajustar funciones a
los datos.

Calculando el Hessiano, podemos obtener los errores y correlaciones del ajuste.
La derivacién que usamos evidencia las condiciones de validez del método:

¢ |a variable X no tiene error

e los errores de Y son gaussianos

¢ la prior es uniforme

« la distribucion resultante P(8) puede aproximarse por una gaussiana

Hay muchos casos en los que alguna de estas hipoétesis no es valida, pero mucha gente pasa una exitosa
vida cientifica sin necesitar salir de estas condiciones. Por eso es bueno registrar ahora, para saber volver a
los principios cuando las cosas fallan.

Si el espacio de parametros tiene muchas dimensiones, encontrar el minimo es todo un trabajo. Hay muchos
métodos de optimizacion entre los que vale la pena mencionar el de particiones, el de Newton-Raphson vy el
de Levenberg-Marquardt. En esta etapa de la vida no nos vamos a preocupar por como funcionan esos
métodos y vamos a utilizar los programas que otros escribieron con tanto arte.

4. Cuidado ! : incluir el error de los datos

Si miramos la expresion del ¥ ©, resulta que en el caso en que todos los Y; tengan la misma dispersion (
0; = 0), esa dispersion sale como factor comun.

El valor de esa dispersion no es necesario para encontrar los valores 6ptimos 9, porque al igualar a cero las
derivadas, desaparece.

Pero cuando calculo la dispersion de los parametros, es facil ver que todas quedan proporcionales a la
dispersion de los datos.

Conclusion:

No necesito conocer ¢ para calcular los parametros optimos. Los errores y correlaciones son todos
proporcionales. Puedo calcular suponiendo que 6 = 1y recién al final del calculo, multiplico las dispersiones
por la dispersion de los datos.

Eso es lo que hacen muchos programas en el calculo de errores. A veces al resultado del programa hay que
multiplicarlo por ¢ para tener la dispersion correcta de los parametros. No hay que creerles (o hay que hacer
unas pruebas) al resultado de los programas si no tengo acceso a la documentacion detallada.

5. Recta

Muchos ajustes que hacemos se hacen modelando los datos por una recta.
f(x,0) =a+bx

Es un caso muy lindo porque los resultados son analiticos y son muy interesantes para interpretar. Para que
sean mas elegantes todavia, vamos a suponer que todos los datos y; tienen la misma dispersion o.



En ese caso resulta que los valores optimos son:

j_ Cov(x,y)
~ Var(x)
a=y-bx
y los errores:
1
2 _ 2
% = NVaro) °
x2 X
2 = 2 Cow(a,b) = g

6:2=— ¢ -—— &
NVar(x) NVar(x)

Lo mas interesante es el analisis de los errores:

» solo dependen de la variable X, es decir, de la estrategia de medicién, no del resultado de las

mediciones
« todos los errores se achican segun la v//V. Medir mas siempre conviene.
e para achicar el error de la pendiente, necesito que los valores de X estén extendidos, asi tienen

variancia grande.
e para achicar el error en la ordenada al origen, conviene medir cerca del origen que es donde achico

los valores de X?.
¢ los valores tienen una correlacion si no estan centrados en el origen. Es facil de ver: si los datos no

estan cerca del origen, una disminucién de la pendiente, va a hacer que la ordenada al origen sea
mas grande.

La correlacion entre los parametros es fundamental a la hora de utilizar el ajuste en una calibracion.

Supongamos que ya obtuve los valores 6ptimos 4 y b y quiero calcular el valor de y dado X. Si uso la
férmula de propagacion de errores:

va a dar todo muy feo. La manera correcta es usar la version completa, que incluye la covarianza de los

parametros:

0 =07 +x205 + 2x Cov(a, b)

y esto me da los clasicos graficos de trompetitas
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Aqui graficamos la regién de uno y dos sigmas alrededor del ajuste. Cool.

(Fin de la segunda parte de las clases de errores. Willy 2017.)



