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Figure 4. LIGO consists of two gigantic identical interferometers.
The gravitational wave first hit the interferometer in Livingston and
then passed its twin in Hanford, just over 3,000 km away, 7
milliseconds later. The signals were almast identical, and were a
good match with the predicted signal for a gravitational wave. Using
the signals, an area in the southern skies could also be identified as
the area the waves came from.
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Quantum-Mechanical Radiation-Pressure Fluctuations in an Interferometer

Carlton M. Caves
LIGO - A GIGANTIC INTERFEROMETER W. K. Kellogg Radiation Labovatory, California histitute of Technology, Pasadena, California 91125
(Recelved 29 January 1980)

GRAVITATIONAL WAVE BLACK HOLE SPACETIME The interferometers now being developed to detect gravitational vaves work by measur-
ing small changes in the positions of free masses. There has been a controversy whether
quantum-mechanical radiation-pressure fluctuations disturb this measurement. This
Letter resolves the controversy: They do.
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Y el 14 de septiembre de 2015, 11:51am en Hannover, Marco Drago un postdoc fue el primero en

observar....
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Ajuste por cuadrados minimos “pesados”

Si suponemos que todos los c; asociados a los distintos y; no son iguales,

Z (yz

A - Ba: )2

'l

y definimos “pesos” dados por w; = 1 /02-2, entonces se puede demostrar que:

con

ZwmQZwy—Zwa:Zw:By
A

A=

A= szwa:Q— (z:w:v)2
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Ajuste por cuadrados minimos “pesados”

Si suponemos que todos los c; asociados a los distintos y; no son iguales,

Z (Z/z

A - Ba: )2

l

y definimos “pesos” dados por w; =1 /a?, entonces se puede demostrar que:

EwrQZwy—Zwa:zwa:y B:szwxy—zwrzwy

A= A A

con

A = Zwaxg— (Z:w:zr)2

Las correspondientes incertezas de los estimadores de A y B en este caso son:

> w2 /E:w
TgA = = =
A A OB \

Notar que en este caso sera necesario contar con un método alternativo para determinar los
correspondientes G,.




Recta por el origen

En este caso con y = Bx, se puede demostrar facilmente que

B:Zwy
Y x?

Por otro lado,




Ajuste por cuadrados minimos: otras funciones
Consideramos por ejemplo un polinomio ¥ = A + Bz + Cz?+ ...+ Ha"

y contamos con un conjunto de mediciones (x;, ), coni =1, ..., N, podemos seguir el mismo
procedimiento del ajuste lineal para obtener:
L 22

e
N
Oy

Prob(yy,...,yn) o<

Con el correspondiente “chi cuadrado”
N (yi— A- Bzx; - Cx?—...— Hx"")?

2=
i=1

5
Oy
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Ajuste por cuadrados minimos: otras funciones
Consideramos por ejemplo un polinomio ¥ = A+ Bz + Cz® + ... + Hz"

y contamos con un conjunto de mediciones (x;, ), coni =1, ..., N, podemos seguir el mismo
procedimiento del ajuste lineal para obtener:

e
7\?
1

Prob(yy,...,yn) o<

Con el correspondiente “chi cuadrado”
a (yl — A- Bl?l' — CQ‘? - HI?)Q

2=
i=1

Aplicando el principio de maxima verosimilitud, y diferenciando 2 respecto a las constantes 4,

B, C, ..., H, se obtiene un sistema de ecuaciones lineales para obtener los estimadores de las
mismas.

5
Oy

No importa cuales son las funciones de x (podrian ser funciones trigononomeétricas), sino que la
funcidbn buscada debe ser lineal en los parametros A4; para poder aplicar el mismo método.

Lo mismo aplica para funciones de varias variables (como z = 4 + Bx + Cy dados conjuntos de
valores (x;, v, zj), coni = I, ..., N) mientras estas sean lineales en los parametros 4,.



Qué hacer cuando hay error en X ademas de y

y 4

error equivalente en y

l Ay (equiv) = (dy/dx)Ax
(x.)

error A xenx




Qué hacer cuando hay error en X ademas de y

yu

error equivalente en y

l Ay (equiv) = (dy/dx)Ax
er;or AXx en )'c (x.y)

»
>

X

Si suponemos que la variable x tiene incertezas, e y no, se puede definir una incerteza
“equivalente” para y de la forma Ay(equiv) = (dy/dx)Ax.

Para el caso en que se trate de una recta y = A + Bx, entonces Ay(equiv) = BAx. En el caso
mas general en el que ambos x e y tengan incertezas, entonces

oy(equiv) = /o2 + (Bo)?




Cuando la funcién es exponencial
Supongamos y = A4 e5*, con A y B constantes.

Por ejemplo: la intensidad de radiacion / luego de propagarse una longitud x en un medio

absorbente es [ = [, e, con [, la intensidad inicial y u el parametro que caracteriza la
absorcion del medio.

La aplicacion del método propuesto lleva a ecuaciones para 4 y B que no se pueden resolver
directamente. Se puede sin embargo escribir

z=Ilny=InA+ Bz



Cuando la funcién es exponencial
Supongamos y = A4 e5*, con A y B constantes.

Por ejemplo: la intensidad de radiacion / luego de propagarse una longitud x en un medio

absorbente es [ = [, e, con [ la intensidad inicial y u el parametro que caracteriza la
absorcion del medio.

La aplicacion del método propuesto lleva a ecuaciones para 4 y B que no se pueden resolver
directamente. Se puede sin embargo escribir

z=Ilny=InA+ Bz

Notar sin embargo que estrictamente no hay motivos para suponer que los errores en z son
todos iguales. En particular si los errores en y son independientes de x, resulta

dz
dy

a.
y
Y

O, =

En este caso se puede usar la version “pesada” del ajuste por cuadrados minimos. O, si

tampoco se puede suponer que los o, sean iguales, se puede aplicar el ajuste usual que,
aungue no sea el 6ptimo, sera razonable.



Coeficiente de correlacion

La medida en la que un dado conjunto de puntos (x1, )1),-.., (Xxn, ¥Yn) responde a una relacion
entre x e y se refleja en el coeficiente de correlacion:

Ozy
r —
O 50y
que se puede escribir también como
> (zi —7)(yi — )

. V(2 —7)2(y; - 7)2

Notemos que la desigualdad de Schwartz implica |ozy| < 020y, de donde |r| < 1.



Coeficiente de correlacion lineal

L 2(zi-7)(¥i - Y)
V(2 -7)2(y: - 9)?

Si todos los puntos (x;, ;) caen exactamente en la recta y = 4 + Bx, entonces
y;=A+Bx,y y=A+ BT, de donde

Bz(il}'i—f)g _ B ~ 41

~ /X(@ -2)72Ba; -z 1Bl

Es decir, en este caso r = +1 con el signo determinado por la pendiente de la recta (r = 1 para
B positivo y r = -1 si es negativo).

.71

Si no hay una relacion lineal, la suma cruzada en el numerador tendra signos alternados,
mientras que las del denominador son siempre positivas, y por lo tanto » - 0 si N — oo.



Coeficiente de correlacion

Con un numero finito de datos se puede esperar que r sea pequeno, pero no necesariamente
r ~ (). Esto se puede cuantificar evaluando la probabilidad de que N mediciones de variables x
e y que no estan correlacionadas den lugar a un coeficiente de correlacion » mayor que un
cierto numero:

Proby (|r| =2 7,)



Coeficiente de correlacion

Con un numero finito de datos se puede esperar que r sea pequeno, pero no necesariamente
r ~ (). Esto se puede cuantificar evaluando la probabilidad de que N mediciones de variables x

e y que no estan correlacionadas den lugar a un coeficiente de correlacion » mayor que un
cierto numero:

Proby (|r| =2 7,)

N 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

3 100 94 87 81 74 67 59 51 41 29 0
6 100 85 70 56 43 31 21 12 6 1 0
10 100 78 58 40 25 14 7 2 0.5 0
20 100 67 40 20 8 2 0.5 0.1 0
50 100 49 16 3 0.4 0

Datos en blanco son valores menores a 0.05%. Se dice que una correlacion es “significativa” si
esta probabilidad es menor al 5%. Y es “altamente significativa” si es menor a 1%.



Coeficiente de correlacion lineal

Para el caso lineal f(x;) = A + Bx; también se define el coeficiente de correlacion lineal como:
2

Y; — £I; ‘

R2-1- > [y f(_ g] 2
> (¥i — )

Ahora, dado un conjunto de puntos (x4, ¥1),..., (Xn, Yn), I? €S una medida de cuan bueno es el
ajuste lineal?




Coeficiente de correlacion lineal

Para el caso lineal f(x;) = A + Bx; también se define el coeficiente de correlacion lineal como:
2
Yi — J\Li
R2-1_ 2 [y f(_ g] _ 2
> (¥i — )

Ahora, dado un conjunto de puntos (x4, ¥1),..., (Xn, YN), I? €S una medida de cuan bueno es el
ajuste lineal?

NO

Cuarteto de Anscombe

" R?=0.666 " R?=0.666

4 6 8 10 12 14 16 18 4 6 B8 10 12 14 16 18
X3 X

Tomado de Wikipedia




Coeficiente de correlacion lineal

Para el caso lineal f(x;) = A + Bx; también se define el coeficiente de correlacion lineal como:
2
> i — f(x;)] _ p2
2
> (vi —7)

Ahora, dado un conjunto de puntos (x4, ¥1),..., (Xn, YN), I? €S una medida de cuan bueno es el
ajuste lineal?

R?2-1-

NO

Qué hacer entonces?

1) Mirar siempre los residuos (1), A; = yi- f(x) = i- A + Bx;

2) 2 .. Fuera del alcance del curso.



Distribucion de Poisson

Describe la probabilidad de eventos que ocurren de manera random, pero con una tasa
promedio definida. Por ejemplo, el conteo de particulas producidas por decaimiento radioactivo
de una muestra en una dado intervalo de tiempo. Se puede demostrar que esta probabilidad
esta dada por:

Pu(v) = e

V!

gue representa la probabilidad de v cuentas en una dado intervalo de tiempo. En esta definicion
> 0.



Distribucion de Poisson

Describe la probabilidad de eventos que ocurren de manera random, pero con una tasa
promedio definida. Por ejemplo, el conteo de particulas producidas por decaimiento radioactivo
de una muestra en una dado intervalo de tiempo. Se puede demostrar que esta probabilidad
esta dada por:

que representa la probabilidad de v cuentas en una dado intervalo de tiempo. En esta definicion
> 0.

El nUmero medio de cuentas v es:

v=>Y vP,(v)=) vet—
v=0 v=0 V!

El primer término es cero, y entonces v/v! puede reemplazarse por1/(v —1)!. Entonces

o0

'u'l/—]. )
v=1 (V_ 1)' )

v=pet v



Distribucion de Poisson

La desviacion estandard por otro lado es

o2 =(w-7)2 =17 - (7)°

Ya vimos que 7 = p, y una cuenta similar muestra que v2 = p? + . Entonces,

Uuz\/ﬁ



Distribucion de Poisson

La desviacion estandard por otro lado es

oy =(v-7)*=v2-(7)°
Ya vimos que 7 = p, y una cuenta similar muestra que v2 = p? + 1. Entonces,
Oy = \/ﬁ

Por lo tanto, si medimos una sola vez el numero de eventos en un dado tiempo v, la mejor
estimacion para el conteo estimado en ese intervalo de tiempo v + Vv .



Distribucion de Poisson

La desviacion estandard por otro lado es

o2 =(w-7)2 =17 - (7)°

Ya vimos que 7 = p, y una cuenta similar muestra que v2 = p? + 1. Entonces,
Oy = \/ﬁ

Por lo tanto, si medimos una sola vez el numero de eventos en un dado tiempo v, la mejor
estimacion para el conteo estimado en ese intervalo de tiempo v + VU .

Si bien la distribucion de Poisson y la de Gauss son diferentes, la primera solo toma valores
enteros de la variable y a diferencia de la segunda se describe con un Unico parametro L,
resulta ser que P,(v) “__Gx,a(l/_)_ cuando u es grande, tomando X = y 0 = VL.
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Estadistica de Poisson: el origen cuantico de dispersion inelastica de luz

Dispersion de luz (Rayleigh+Raman)

|
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Intensidad Raman [cts. normalizadas]
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Corrimiento Raman [cm™ ]



Estadistica de Poisson: el origen cuantico de dispersion inelastica de luz

Dispersion de luz (Rayleigh+Raman)
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Estadistica de Poisson: el origen cuantico de dispersion inelastica de luz

Dispersion de luz (Rayleigh+Raman)

Intensidad Raman [cts. normalizadas]

Frecuencia
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Estadistica de Poisson
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Correlacion de datos en estudios sociales

Promedio Multiple Choice
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Correlacion de datos en estudios sociales

® N=77 datos
Ajuste Lineal A+Bx

R=0.72 DS=1.4 A=1.5(5) B=0.77(9)

& N=77 datos
Ajuste Lineal A+Bx
R=0.49 DS=1.8 A=3.5(5) B=0.5(1)
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