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En este trabajo se midio la respuesta en frecuencia parmelegith del cobre dentro del rango de 100 Hz a 13
kHz. Se encontraron importantes discrepancias entre éakcgiones tedricas y los resultados experimentales.
Se pudo explicar tal diferencia en términos de factores gé&wrns del experimento, obteniéndose ademas, a
partir de dicho modelo, un coeficiente de correccion cassistcon el mismo, aunque no se logré medirlo
experimentalmente.

I. INTRODUCCION
Dopre o Leobre -9 Il(kR)

Cuapdo un c.onductor se sumerge en un campo magnéti— Boire  Laire  Io(kR) kR )
co variable, se inducen en el mismo corrientes que tienden a hi | idiendo el bio d ind
apantallar dicho campo magnético, es decir, el campo dismj- P€ ani se concluye que midiendo el cambio de una induc-
nuye su intensidad de forma exponencial a medida que péanma al colocar el nucleo de cobre para distintas fredaenc
netra dentro del conductor. Puede demostrarse a partisde IS¢ Puede obtener a partir de (4) la variaciomden la fre-
ecuaciones del Maxwell y la ley de Ohm, que si el cocientdU€ncia.
19 > 1 (como es el caso de un buen conductor), el cam-

po magnético se propaga como una onda plana e incide en un
plano de material conductor, tal campo se atentia un 67 % a la

Il. DESARROLLO EXPERIMENTAL

distancia’: Basandose en la relacion (4) se mont6 un dispositivo ex-
perimental como el mostrado en la gréfica de la figura 1. El
2 circuito se alimentaba con una fuente S de tension alterna de
0 =\/— (1) frecuencia variable porvista por un Lock-in digital 7265S
po A su vez, el mismo dispositivo permitia medir la tensién (en
siendogy = 47 10~7N/A? la permeabilidad del vacio, modulo y fase) en bornes del inductor L y de la resistencia
w = 2rf eslafrecuenciaangular de la onda ja conducti-  limitadoralz = (1181,7 =+ 0,3) ©2. Teniendo en cuenta la

vidad del material en cuestion. A la cantidase le denomina configuracion del circuito se tuvo la precaucion de medir la
“skin depth* o espesor de penetracion del material. En estfnsion en bornes de la bobina en forma diferencial (no hacia
trabajo se midi6 la variacion del skin depth con la frecuanci falta tener este cuidado para medir la tension en bornes.de R)
para el cobred = 5,7 107 (Qm)~1).

Si ahora se considera el campo generado dentro de un so-
lenoide infinito de radio R por el que circula una corriente
variableI = I, e~ y en cuyo interior se encuentra un
cilindro de algun material conductor, el campo esta dado por

B(r) = Bo IIOO((IZ%)) (2) : @

con0 < r < R ladistancia medida desde el centro
del cilindro,k = =L+t e I, es la funcién modificada de
Bessel de primera especie de orden 0. Cuando la frecuencia
es lo suficientemente alta como para que< R se recupera
el caso de atenuacion exponencial del plano infinito.

De (2) se deduce al integrar a lo largo del circulo de la bo-

bina que el flujo magnético vale:

Riock-in

Figura 1: Esquema del circuito utilizado para medir la @éia de L

De la medicién de la tensién en R se obtuvo la corriente que
circulaba por la bobina, luego haciendo el cociente de la ten
sion medida en la bobina y la corriente asi obtenida se obtuvo
el valor de la impedancia de la bobina para cada frecuencia.

Tanto la variacion de la frecuencia como la lectura de los
datos se hicieron a través de una PC que disponia de una inter-

Por ultimo, teniendo en cuenta que la inductancia L de unéase IEEE 488. El programa que permitia controlar el Lock-in
bobina esta relacionada con el flujo dentro de elladpor= se escribié en lenguaje de Visual Basic. Se realizaron medi-
LIy que el flujo con nicleo de aire &g, = TR? Bye “* ciones con nucleo de aire y nlcleo de cobre para frecuencias
se tiene que: entre 100 Hz y 200 kHz.

I (kR)

® = 2rR’By —————
"B TR RRC

—iwt (3)



Se propusieron distintos modelos circuitales para poder ex
plicar el comportamiento de la impedancia de la bobina L en
funcion de la frecuencia y a partir del modelo que mejor ajus- 1 :
taba los datos se despejo el valor de la inductancia conacle "] .
de aire (L) y con nlcleo de cobre (L), siendo esta Gltima fun-
cion dew. Luego, a partir de la relacién (4), se despejo6 el valor
ded.

La bobina era un arrolamiento de alambre de cobre de radio
interior R;,, = (4,75 £+ 0,01) mm y longitudl = (42,0 + 1
0,2) mm. El ntcleo de cobre consistia en un cilindro de radio %]

Ro = (4,26 £ 0,01) mm.
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Ill.  RESULTADOS
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A. Modelo de la bobina

Figura 3: Variacién de la fase de la impedancia de la bobimaa&o
Al hacer el barrido en frecuencia y medir las impedanciaé.reCuenCIa con nicleo de aire'y de cobre.
de la bobina (en médulo y fase) con nucleo de aire y cobre se
obtuvieron las siguientes curvas:

L i c
1000000 = AIRE
+ COBRE 3
100000 .t . . .
e Figura 4: Modelo de impedancia propuesto.
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Por ultimo, asociada a la capacidad parasita existe cisita d
pacién modelable como una resistencia en serie con la misma.
1000 Sin embargo, aun con este modelo no fue posible ajustar
satisfactoriamente la zona de resonancia del circuitooba c
00 paracion puede verse en la gréfica de la figura 5
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Figura 2: Variacion del médulo de la impedancia de la boborala 1000000
frecuencia con nucleo de aire y de cobre.

Para despejar el valor de la inductancia de los datos me- o0
didos hubo que hacer un modelo de la impedancia real (que,
como se ve en las gréficas difiere del de una inductanciaideal)
Se propusieron diferentes modelos y, a partir de la compara-
cion con los datos experimentales (para para la impedancia 1000
con nucleo de aire) se obtuvo como mejor aproximacion al
mostrado en la figura 4.

En primer lugar, debe tenerse en cuenta que existe, en serie - N
con la inductancia de la bobina una resistencia debida aque | 10 100 10(f)O[Hz] 10000 100000
bobina se ha construido con un alambre de conductividad fi-
nita. En segundo lugar, la presencia de una resonanciaaindi
la existencia de una capacidad parasita, que puede deberse a

que entre las espiras se establece una diferencia de mitencfigura 5: Comparacion de la curva de impedancia para la aaoin
debido también a que el alambre no es un conductor perfectBUcleo de aire con el modelo propuesto.
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Como puede apreciarse el ajuste es muy bueno, tanto a ba-
jas como a altas frecuencias respecto de la resonancia. Sin

. . . , . 160
embargo, es apreciable que el pico de resonancia tedrico es

mucho mayor que el medido, lo que nos indica la presencia 140+ ;
de una fuente de disipacion no considerada, que no se pudo 120 /
modelar adecuadamente. ]

Dado que no se pudo modelar adecuadamente la impedan- 1004 s
cia para todo el rango medido fue imposible determinar los 20

valores de C yR. necesarios para despejar L. Por lo tanto, se
decidio trabajar a frecuencias bajas, donde se puede esnsid ]
rar al circuito como compuesto solamente por una inducdanci 40
y una resistencia en serie (es decir, quitando la rama derech
del circuito de la figura 4). El rango considerado tuvo como

60+

R(H) @

204

cota superior los 13 kHz. Hasta esta frecuencia, el error co- O
metido por despreciar la capacidad parasita es inferio¥al 5 T

H H H '20 T T MR | T T T T
Los valores dd.y y Ry, obtenidos del ajuste a bajas frecuen- 10 100 1000 10000
cias fueron: Frecuencia (Hz)

L = (0,0391 + 0,0005) Hn

Figura 6: Variacion de la resistencia con la frecuencia darteo de
Ror. = (83,39 £+ 0,05) Q cobre.
Las expresiones utilizadas para despejarkyde los da-

tos experimentales fueron: . . -
P cociente y se lo grafico en funcion de!/2 (que es la depen-

dencia conw que tieng)) para comparar la medicion realizada

I — |z| sing ) con la predicha con la ecuacion (4). El resultado se ve en la
w grafica de la figura 7.
R = |z| cos¢ (6) .
Para el caso del cobre, el modelado es mas complicado, da- . —— Tedrico
do que, para este circuito, tanto L cotR@ varian con la fre- 104

cuencia. Puede apreciarse de la gréafica de la figura 2 que el
pico de resonacia se desplaza a la derecha al colocar ebnucle
de cobre y que la altura de dicho pico es mucho menor que
cuando el ndcleo es de aire. Esto fendmenos estan asociados a
la disminucion de la inductancia del circuito (como predite
modelo del skin depth) y a un incremento de la disipacion del
circuito (debido a la circulacion de corrientes en el citmde
cobre).

Para obtener los valores de,;,-. para las distintas frecuen-
cias, se consideré también al circuito como R-L, suponiendo 0.2
gue la influencia de la capacidad parasita cuando se inteoduc
el nacleo de cobre no modifica el rango de validez del mo- 00—
delo realizado. Los valores de la inductancia con nucleo de 0,005 0,01 0015 002 0025003
cobre para cada frecuencia se obtuvieron tambien a partir de o™ (HZ")
la relacion (5), que es vélida para cada frecuencia.

De (6) se pudo obtener ademas la variacion de la resisten-
cia asociada al inductor con la frecuencia, suponiendoayue | Figura 7: Relacion entre inductancias.
resistencia en serie con el inductor era de la forfa =
Ror. + R(f). Dicha variacion puede observarse en la gra- Utilizando un programa de computadora se despejé el valor
fica de la figura 6 de/ a partir de los valores medidos del cociente de las induc-

tancias y de la ecuacién (4). Luego se grafico el skin depth en
funcion dew—'/2, como puede verse en la gréfica de la figura
B. Determinacion del skin depth 8.
A bajas frecuencias (que corresponde al lado derecho de la

Una vez determinada la inductancia con nucleo de cobrgréfica) se aprecia que el comportamiento medido es muy si-
para cada frecuencia a partir de ecuacién (5) y de la detemilar al teérico salvo cierto offset. A su vez, puede obsewa
minacion de la inductancia con ndcleo de aire se calculd ejue mientras el espesor de penetracion decrece constanteme
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cociente correspondiente a la relacion (4)), se puede desmos

——E i | , . . .
oo gue estan relacionados de la siguiente forma:
~ L(: Lc
;] a—(f—i-l)oz—f 9)

de manera que conociendo el cocie&tese podria corregir la
curva experimental. Es facil demostrar a partir de la ecueaci

(7) que
2
L () "

En este experimento se tuwo = (4,26 + 0,01)mm y
47 mm < b < 9,75 mm (las cotas corresponden al
' ' ' radio interior y exterior de la bobina respectivamentekday
0,00 0,01 0,02 0,03 haciendo uso de la ecuacion 10 se puede ver que el cociente
o™ de la correccion esta acotado por:

skin depth (mm)

0,24 < & < 4,23

Figura 8: skin depth en funcién de /2. L
. En la gréfica de la figura 9 puede verse como varia la curva
experimental para distintos valoresﬁe

te al aumentar la frecuencia (lado izquierdo dela grafica) el

medido tiende a un valor fijo.

Esto puede explicarse si se piensa que el cilindro de co-
bre no ocupa la totalidad del espacio interior de la bobisa, e 10
decir, aparte de la inductancia debida al espacio que odupa e

cilindro de cobre, existe una inductancia debida al esgao o8]

no ocupa dicho cilindro. Mientras la primera tiende a cero al 06+
crecer la frecuencia, la segunda es constante ante tal@ambi 0,4+
dependiendo solo de la geometria. 02] —— Experimental
Teniendo en cuenta la discrepancia entre la grafica experi- = ool —«— Teorico
mental y la tedrica se propuso un modelo que considerauna I ] =025
inductancia independiente de la frecuencia. Si se corsider 027 :‘;1 4
gue la cavidad que ocupada por el cilindro de cobre tiene ra- 0,4 =25
dio @ menor que el radib efectivo del cilindro se tiene que el 06 ——c=4,23
flujo cuando no hay cilindro de cobre es: 0]
2 2 R
o = LT — @) P e T o
w172
siendo | el largo de la bobina, N el nimero de espiras que
posee e | la corriente que circula por ella. Diviendo por la
corriente se encuentra que la inductarigialel “cascarén ci- Figura 9:a para distintos valores de = %
lindrico” vale:
Puede verse de las figuras que segun este modelo el factor
L, — poNT (b2 — a?) — Iy - L 7) de correccion apropiado se encontraria entre 1 y 1.4. Si se

l hubiese podido medir el valor de la inductanEiaen base a

iendol laind . | del cilind decir | did la geometria de la bobina, se hubiera podido poner a prueba
siendoL la inductancia total del cilindro (es decir, lamedida gg15 correccion, aunque tal cosa era imposible en este expe-

experimentalmente)y L la indunctancia de la cavidad. De for jnent Recordando lo discutido en la seccién A de la parte
”".'l"?‘ Znalgga ptl)Jede verse ?ue cuando enla cavidad se colocgygleyitados se encuentra que en el caso de haber encontradc
cliindro de cobre se cumple que: un modelo adecuado para el circuito para todos los valores

L L4 I (8) de frecuencias de trabajo, no se hubiera podido deternginar |

T e verdadera variacion del skin depth para frecuencias mayore
siendoL/. la inductancia medida en el experimentoy L’ es la 13 kHz. S . .
_ _ : - ) L, Se propone para experiencias futuras construir una bobina
inductancia de la cavidad con C|I|nd/ro. Si llamanaos= = tal que el valor dé o el deL; (medido a partir de factores
al cociente experimental § = LT (que es realmente el geométricos) puedan ser determinados mas precisamente.
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IV. CONCLUSIONES rreccion necesario para disminuir tal discrepancia. Dade
ficiente resulté coherente con el modelo propuesto, aungue n
Se estudio la dependencia del skin depth del cobre con B¢ |0 pudo determinar experimentalmente.

frecuencia dentro del rango de 100 Hz a 13 kHz encontrando- Tuvo que acotarse superiormente el rango de medicién por

se discrepancias que se vuelven mas significativas a medidabajos de las cotas maximas de los aparatos utlizados debi-

que la frecuencia aumenta, se encontré6 un modelo que explio a la imposibilidad de modelar adecuadamente el circuito

ca tal discrepancia en términos de factores gedmetricas de équivalente a la bobina utlizada, para frecuencias mayores

bobinay se logré hacer una estimacion del coeficiente de cd-3 kHz.

V. REFERENCIAS cuya solucién es de la formd = B(7)e~ !, por lo que
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Dondec = (e)~'/? es la velocidad de la luz en el medio.
Apéndice A: APENDICE Considerando el caso de un buen conductor se cumple que
< >> 1,yllamandok = =t cond = ,/Wiw se tiene:
1. Deduccion de las férmulas matematicas utlizadas en la
introduccion ~ —~
V2B — k*B =0 (A8)
En un conductor se cumple que= o F, siendo/ la den- Hasta el momento no se realizé ningun tipo de imposi-
sidad de corrientey la conductividad eléctrica del conductor i6n sobre | metria del sistem gr iph ] P nsi-
y E el campo eléctrico debido a cierta distribucion de carga(.: on sSobre fa geometria det sistema, pero si anora se cons

. . . A . ra el caso del campo magnético creado por la circulacion
Si ademés no existe distribucion de carga, las ecuaciones (gg . PO magnetict por ! .
- i € corriente en un solenoide infinito en su interior, es decir
Maxwell adoptan la siguiente forma:

B = B(r)z, la ecuacion A8 se reduce a:

VeE =0 (A1)
0*B 10B
— -— — k’B = A9
~ or? * r or 0 (A9)
~ B . . . :
VXxE = %— (A2) Realizando el cambio de variable = kr se obtiene la
t ecuacion de Bessel modificada de orden 0:
VeB =0 (A3) 9’B  10B
—— +-—— —-B = Al
ou? u Ou 0 (AL0)
oF cuya solucién, teniendo en cuenta que el campo es acota-
VxB = o E + L€ N (Ad) do dentro del volumen considerado y/% es el médulo del

campo en la superficie del cilindro, es de la forma [2]:

SiendoB el campo magnéticg, la permeabilidad magné-
tica y e la permisividad eléctrica. A partir de estas se deducen Io(kr)
las ecuaciones de onda para el campo magnético y eléctrico. B(r) = Bo
Aplicando el rotacional a A4 y utilizando A2 se obtiene:

(A11)

Porlo queB = B(r)e~*'Z. Integrando a lo largo de de

. oB 02F la superficie transversal del cilindro, se obtiene:
B —— C = A
V x V x +u08t+u68t2 0 (A5)
. . I (kR
y teniendo en cuenta la identid®tx Vx A = V(Ve A) — b =29, M (A12)
57 . i . Iy(kR) kR
V'~ A se obtiene la ecuacion de onda para el campo magnético:
Donde®;, = By 7 R? e~ es el flujo en vacio], e
oB 2F I, son las funciones de Bessel modificadas de orden Oy 1,

V2B’:‘LLO'W+‘LLE

BT (AB) respectivamente.



