Fisica Experimental / Laboratorio |

Clase #2



Analisis estadistico e incertezas aleatorias

Algunas definiciones importantes:

Valor medio, o "'media” de un conjunto de mediciones x4, ..., x5 de la misma cantidad fisica:
1 N

Ly ! (1 +-+xN)
T =— r; = — (x cee + 1
N7;=1 i N 1 N




Analisis estadistico e incertezas aleatorias

Algunas definiciones importantes:

Valor medio, o "media” de un conjunto de mediciones Xx;, ..., x5 de la misma cantidad fisica:

Ly 1( ++IN)
T =— r; = — (x cee 4+
N1;=1 i N 1 N

Desviacion standard de un conjunto de mediciones x4, ..., xy de la misma cantidad fisica:

1 N 1 N
e= A )2 = | Sy - T)?
y j‘_lizl( ) j'_li=1(l l)

donde di = =i = T es|a desviacidn de los datos respecto al promedio. El promedio de d; no
hubiera sido una buena medida de la incerteza, ya que por definicidon

_ 1 — 1 J\'—l 1
d= — T T.—-—NT=FT-T=0
N Z 'V T N



Histogramas: muestra de cantidades enteras

Supongamos que hacemos un experimento consistente en /N determinaciones de la misma

cantidad fisica x4, ..., xy, la cual solamente puede tomar valores enteros. Entonces:
> TR
- k
N

n: cantidad de veces que se ha encontrado el valor x,. Notar que ) 7k = NV,
k

Definimos la fraccion de veces en que ocurre un cierto valor de x,, como

2%
Fr. = —
N




Histogramas: muestra de cantidades enteras

Supongamos que hacemos un experimento consistente en /N determinaciones de la misma
cantidad fisica x4, ..., xy, la cual solamente puede tomar valores enteros. Entonces:

2 TR
k

N

n: cantidad de veces que se ha encontrado el valor x,. Notar que ) 7k = NV,
k

T =

Definimos la fraccion de veces en que ocurre un cierto valor de x,, como
2%
Fp=—
N

F, describe la distribucion de los resultados obtenidos:

2 23 24 25 26 27 2%



Histogramas: muestra de cantidades reales

fi

04 N=10
0.3
02
Los xi puede tomar valores reales
0.1 —]
0 : E‘ o —x, 11 . . .
2 23 24 35 26 21 28 bin”: agrupamiento en entornos limitados de
= — valores.

1 Tamano del ““bin”




Histogramas: muestra de cantidades reales

fi

04 N=10

Los xi puede tomar valores reales

2 23 24 35 26 21 28 “bin”: agrupamiento en entornos limitados de

s valores.
Tamano del “"bin”

Ak : ancho del bin k-ésimo
fir :altura del rectangulo que se dibuja en este bin

fr.A : fraccion de medidas observadas en el bin k.

Esta area tiene el mismo significado que la altura Fy
en el grafico de barras.



Distribucion normal o de Gauss: muestra de cantidades reales

fi

04 N=10

0.1 F _l
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Tamano del ““bin”

0.4 L N=100

2 23 24 A 2 27 28
1

Los xi puede tomar valores reales

“bin”: agrupamiento en entornos limitados de
valores.

Ak : ancho del bin k-ésimo
fir :altura del rectangulo que se dibuja en este bin

fr.A : fraccion de medidas observadas en el bin k.

Esta area tiene el mismo significado que la altura Fy
en el grafico de barras.



Distribucion normal o de Gauss: muestra de cantidades reales

fi

04 N=10

Los xi puede tomar valores reales
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0.2+ I
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0 = ' -‘ S X
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j Esta area tiene el mismo significado que la altura Fy
7 | en el grafico de barras.
| N=l.000
b —=
0.3 VA RN Tiende a una curva continua f(x) para N-> infinito:
02 2\ la distribucion “normal” o de Gauss (teorema central
0.1 a _ del //’mite)
0 —'7-’_ . i - = X



Distribuciones "‘limites”

Area f(x)dx: fraccion de mediciones que se encuentran entre x y x + dx.

Cumple el mismo rol de F : es la “probabilidad” de que una medicion cualquiera resulte en un
valorentre x y x + dx .

De manera mas general, la fraccion de mediciones que caen entre los valoresx =ay x = b es

i\

b +00
ff(L)dL donde ff(:lr)dazzl /) \_,‘.

x x+dx a b



Distribuciones "‘limites”

Area f(x)dx: fraccion de mediciones que se encuentran entre x y x + dx.

Cumple el mismo rol de F : es la “probabilidad” de que una medicion cualquiera resulte en un
valorentre x y x + dx .

De manera mas general, la fraccion de mediciones que caen entre los valoresx =ay x = b es

-
_.\

b +00
ff(a:)d:z: donde ff(a:)da::l ﬂ) \_\.

x x+dx a b

En este caso entonces resulta:

T = ]oo:cf(a:)d:c 02 = ]oo(a: ~Z)*f(z)dx

Valor medio Desviacién standard (o)



Distribucion normal o de Gauss

Cx o) = —pme 02"

o\ 27




Distribucion normal o de Gauss

Cx o) = —e 020"

o\ 27

Con esta definicion, el valor medio resulta ser: == [ rGx o(z)dz

+00

— 00

Haciendo el cambio de variables y = x — X, de donde dx = dy, y x =y +X, resulta

=3 |\




Distribucion normal o de Gauss

Gx.o(z) =

1

e—(a:—X)2 /202

o\ 27

+00

Con esta definicion, el valor medio resulta ser: f=[a:GX,a(:z:)d:v

— 00

Haciendo el cambio de variables y = x — X, de donde dx = dy, y x =y +X, resulta

o ¢

//6

+00 +0oo
1
T = (f ye’, 22"Qdy+X/‘63"3"2/2"2dy)
o\ 2w ) .
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Distribucion normal o de Gauss
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Distribucion normal o de Gauss: o como limite de confianza del 68%

Si nos preguntamos cual es la probabilidad de encontrar una medicion dada en el entorno £t

de X tenemos que o
nalX)
X+to X+to

e o T
Prob(Xst0) = [ G o(z)dz= ! [ e@Xr e |
| g 27"1( | /\ .

X-to X-to o i T T




Distribucion normal o de Gauss: o como limite de confianza del 68%

Si nos preguntamos cual es la probabilidad de encontrar una medicion dada en el entorno £t

de X tenemos que .
X+to X+to T "
Prob(Xsto) = [ Gx,o(z)dr=—= f e Py |
X-to X-to - f i f '
X—tor X X+t

Sustituyendo 2 = (z—X)/o, de donde dz = odz y los limites de integracion z = £t

-
]. _72 €€
Prob(X +to) = E[ e *dz | :erf{t) “error function”




Distribucion normal o de Gauss: o como limite de confianza del 68%

Si nos preguntamos cual es la probabilidad de encontrar una medicion dada en el entorno £t

de X tenemos que
X+to

X+to

Prob(Xst0) = [ G o(z)dz= ! [ @1l

X-to

o/ 2m
X

—to

G, .(x)

.

X-to X X+ 1o

Sustituyendo 2 = (z—X)/o, de donde dz = odz y los limites de integracion z = £t

Prob(X +to)—

100% |

N
-
o
S

0

+t
1 2
Prob(X +to) = —— f e 12dz
V2m
-t

. erf(t) “‘error function”

95.4%

e —————

[ T



Distribucién normal o de Gauss: justificacién de T como mejor estimador de X

Si f(x) fuera conocida, podriamos obtener el valor “verdadero” X, y su desviacion standard o.

Sin embargo, nunca conocemos a la distribucion limite. En la practica podemos obtener un
numero limitado de valores medidos x4, X», ...xN: €l problema es obtener al mejor estimador
de X'y o basado en estos N valores medidos.



Distribucién normal o de Gauss: justificacién de T como mejor estimador de X

Si f(x) fuera conocida, podriamos obtener el valor “verdadero” X, y su desviacion standard o.

Sin embargo, nunca conocemos a la distribucion limite. En la practica podemos obtener un
numero limitado de valores medidos x4, X», ...xN: €l problema es obtener al mejor estimador
de X'y o basado en estos N valores medidos.

Si las mediciones siguen una distribucion gaussiana G x (), entonces:

1

o\ 21

"2 1 2
e—(‘rl_‘x) /20 dl’l

Prob(xz entre 1y 21 +dz) =
Si por otro lado las mediciones son independientes una de la otra,

Probx o(x1,...,28) = Prob(z1) x ... x Prob(zn)
1 —s(z-X)?/20°

o —€
0’.‘\



Distribucién normal o de Gauss: justificacién de T como mejor estimador de X

Si f(x) fuera conocida, podriamos obtener el valor “verdadero” X, y su desviacion standard o.

Sin embargo, nunca conocemos a la distribucion limite. En la practica podemos obtener un
numero limitado de valores medidos x4, X», ...xN: €l problema es obtener al mejor estimador
de X'y o basado en estos N valores medidos.

Si las mediciones siguen una distribucion gaussiana G x (), entonces:

1

o\ 21

2 1o .2
e—(:rl—.-\) [20 d.’l’~1

Prob(xz entre 1y 21 +dz) =

Si por otro lado las mediciones son independientes una de la otra,

Probx o(x1,...,28) = Prob(z1) x ... x Prob(zn)
oo o~ E(@=X)?/207
0’.‘\
Encontrar los mejores “estimadores” de X y ¢ equivale a preguntarse cuales son aquellos

valores que maximizan la probabilidad de obtener las mediciones x4, x5, ...xn (“principio de
maxima verosimilitud”).



Distribucién normal o de Gauss: justificacién de T como mejor estimador de X

N
1

p— —.' 2 y 2 . . . . LA 2 2
Maximizara —c-e Z(xe=X)"/207 o5 equivalente a minimizar > (zi-X)*[o
o’ i=1

Diferenciando respecto a X, e igualando a cero, resulta
N

Z(.’l?.z' - X) =0
i=1
De donde,
(mejor estimador de X' ) = Z\f'i

El mejor estimador de X es el promedio de las N mediciones T =Y. /N .



Distribucion normal o de Gauss: justificacion de 6, como mejor estimador de ¢

Encontrar el mejor estimador de ¢ sigue el mismo procedimiento. Es decir, hay que buscar el

valor de ¢ que maximiza la probabilidad de obtener el conjunto de mediciones x4, x,, ...xN
Esto resulta en (hacer el ejercicio):

1
N

N
(mejor estimador de o) = \I Z(mi - X)?2
i=1

El mejor estimador de G es la desviacion estandar de las N mediciones.



Distribucion normal o de Gauss: justificacion de 6, como mejor estimador de ¢

Encontrar el mejor estimador de ¢ sigue el mismo procedimiento. Es decir, hay que buscar el
valor de ¢ que maximiza la probabilidad de obtener el conjunto de mediciones x4, x,, ...xN
Esto resulta en (hacer el ejercicio):

N
(mejor estimador de o) = \l ,t, 3 (2 - X)2
IV =1

El mejor estimador de G es la desviacion estandar de las N mediciones.

Pero 0jo que no conocemos a X, sino a su mejor estimador = . Como vimos que T es el valor
que minimiza a la suma involucrada en este estimador de &, es de esperar que al reemplazar a
X por T estemos subestimando a . Se puede demostrar que en este caso es:

N
1 Z(‘T‘"‘ ~7T)2

(mejor estimador de o) = -
J.'\' _1 z_1




Distribucion normal o de Gauss: justificacion de 6, como mejor estimador de ¢

Encontrar el mejor estimador de ¢ sigue el mismo procedimiento. Es decir, hay que buscar el
valor de ¢ que maximiza la probabilidad de obtener el conjunto de mediciones x4, x,, ...xN
Esto resulta en (hacer el ejercicio):

1 N
(- X’
N =

(mejor estimador de o) =

El mejor estimador de G es la desviacion estandar de las N mediciones.

Pero 0jo que no conocemos a X, sino a su mejor estimador = . Como vimos que T es el valor
que minimiza a la suma involucrada en este estimador de &, es de esperar que al reemplazar a
X por T estemos subestimando a . Se puede demostrar que en este caso es:

N
1 Z(‘T‘"‘ ~7T)2

(mejor estimador de o) = -
J.N’ - ]. z_1

Finalmente, también se puede demostrar que

00z 1
0z /2(N-1)




Como usamos entonces a esta informacion?
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Tiende a una curva continua para N-> infinito:
la distribucién “normal” o de Gauss (teorema central del
limite)




Como usamos entonces a esta informacion?

fi
041 N=10
0.3
02
01r e 1 La distribucion caracteriza al método

0 2 23 24 iw % 21 28 "
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l 5 individual
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Propagacion de errores: justificacion de la suma en cuadratura

Si consideramos una funcion general g¢(x,y) donde x e y se han determinado con incertezas G, y G,.
La pregunta es como determinar la incerteza de g.

Cantidad mds una constante: g = x + A4

(Probabilidad de obtener z) o< e~ (@-X)*/207

Comox =¢q -4
(Probabilidad de obtener q) o< e~ [(a-A)-X]"[207

_ o [a-(A+X)]* /203

Es decir, los valores de g seguiran una distribucion normal, centrada en el valor desplazado
X + A,y con una incerteza igual a la de x (oy).



Propagacion de errores: justificacion de la suma en cuadratura

Si consideramos una funcion general g¢(x,y) donde x e y se han determinado con incertezas G, y G,.
La pregunta es como determinar la incerteza de g.

Cantidad mds una constante: g = x + A4

(Probabilidad de obtener z) o< ¢~ (==X)"/2%
Comox =q-A
(Probabilidad de obtener q) o< e~ [(a-A)-X]"/20;

_ o~ [a-(A+X)]?/203

Es decir, los valores de g seguiran una distribucion normal, centrada en el valor desplazado
X + A,y con una incerteza igual a la de x (oy).

Cantidad por una constante: g = Bx, es decir x=¢g/B

(Probabilidad de obtener q) o< ¢~ [(F-X]"/2¢%
_ o la-(BX)]*/2B%0}

Los valores de g seguiran una distribucion normal, centrada en BX, y con una incerteza Boy.



Propagacion de errores: justificacion de la suma en cuadratura

Suma de dos cantidades: ¢ = x + y

2 a2

Para dos valores arbitrarios dex e y:  Prob(z,y) o< exp [—% (1—2 - y—Q)]
ag a
T y



Propagacion de errores: justificacion de la suma en cuadratura

Suma de dos cantidades: ¢ = x + y

1

2 2.2
Para dos valores arbitrariosde x e y:  Prob(z,y) o< exp [—5 (2—2 + y—Q)]
a a
T Yy

(z+y)? . (Bz-Ay)?* (z+y)? 452
A+B  AB(A+B) A+B ~

"2 02
Teniendo en cuenta que % N % _



Propagacion de errores: justificacion de la suma en cuadratura

Suma de dos cantidades: ¢ = x + y

2 2.2
Para dos valores arbitrariosde x e y:  Prob(z,y) o< exp [—l (l— + y—)]

2 2
2\o; o,

+ 2'2

2 2 . 2 - 2 a2
Teniendo en cuentaque = . ¥ _ (z+y)” (Bz-Ay)” (z+y)
A"BTA+B "AB(A+B) A+B

e (z+y)? 22
Entonces PT‘Ob(l +1, 2) o< eXp [—m exp —7

(z+y)? ]

Prob(zx o< -
Integrando para todo z, rob(z +y) eXP[ 202 +07)

Los valores de x + y siguen una distribucion normal, con ancho /0z + 0y .



Propagacion de errores: justificacion de la suma en cuadratura

Por una constante, multiplica ©

~

5
Caso més general: q(z,y) »q(X,Y) + (%) (z- X)+ (a_Z) (y-Y)

Mas una constante, no modifica &

Entonces:




Regla general para funciones de varias variables

Entonces en general, si los errores son aleatorios y las variables son independientes:

2 2
0q = (2—25:)}) +...+(%52)

Y, en cualquier caso, es siempre menor a la suma ordinaria

9q
or

3q

0z
82

dg < ox + ..




Propagacion de errores: casos usuales derivados de la formula general

Sumas y restas

Supongamos que x, ..., w son cantidades medidas con incertezas ox, ... dw, y estos valores
medidos se utilizan para computar la cantidad

g=x+..+z—(u+..+w)

Entonces, si las incertezas en x, ..., w se sabe que son independientes y aleatorias,

6g=/(02)2 + ...+ (062)2 + (6u)? + ... + (dw)?

Y, en cualquier caso, 6q hunca es mayor a la suma directa de todas las incertezas,

0g<dz+...+0z+0u+..+o0w



Propagacion de errores: casos usuales derivados de la formula general

Productos y cocientes

Supongamos ahora que x, ..., w son cantidades medidas con incertezas ox, ... dw, y estos
valores medidos se utilizan para computar la cantidad
TX..X2zZ

q:
UX...xXw

Entonces, si las incertezas en x, ..., w se sabe que son independientes y aleatorias,

5q (5.@)2 (5,2)2 (5u)2 (5w)2
— = — | +...+|— ] +|—]| +...+|—
q| || 2| |u| w|

Y, en cualquier caso, 6g hunca es mayor a la suma directa de todas las incertezas “relativas”,

dg Oz 0z Ou dw
+ — + o+ —

< L
lq| || E 1 |w|




Propagacion de errores: casos usuales derivados de la formula general

Funcion arbitraria de una variable

En el caso mas general, si g es una funcién arbitraria de una variable, g(x), entonces

q qgix)

g

dx

dq = ox




Propagacion de errores: casos usuales derivados de la formula general

Potencias J
Si q(x) = x", entonces dq = d_q 5z = [nz""'| Sz , donde dividiendo por  |g(z)| = |z"|
x
0q ox
9 _ 1y 22
C

Producto por una constante

Si g = Bx, entonces




Propagacion de errores: incerteza del valor medio

La desviacion standard se puede entender como la incerteza asociada a una medicion unica.

Cuando se mide muchas veces, y es posible de esa manera determinar a & y a 0z, entonces
se reporta a £ como el mejor estimador para la cantidad buscada (suponiendo que no hay

incertezas sistematicas).

El valor medio es la suma de las variables independientes x;, todas con la misma desviacion
standard o,. Utilizando la regla general para propagacion de errores:

e BT NEGrT 5

(!




Propagacion de errores: incerteza del valor medio

La desviacion standard se puede entender como la incerteza asociada a una medicion unica.
Cuando se mide muchas veces, y es posible de esa manera determinar a & y a 0z, entonces

se reporta a £ como el mejor estimador para la cantidad buscada (suponiendo que no hay
incertezas sistematicas).

El valor medio es la suma de las variables independientes x;, todas con la misma desviacion
standard o,. Utilizando la regla general para propagacion de errores:

% 2 2 1 N .
O = Z(d—lzar) = Z(_Ol‘) = ﬁzgai

De donde

Reportaremos el resultado de un experimento consistente en N determinaciones de la misma
cantidad fisica x4, ..., xy de la siguiente manera,

r=T+0F




Para recordar el efecto de hacer una muestra mas grande:

1,
0.4 N=10
0.3
02
0.1 . ; ‘

R T e EL e Oz : es aproximadamente

—r _ independiente de N
Tamafio del “bin”

f '

0.4]» I N =100 o
! x . .

03 a 0+ = —— :decrece con N al definirse
(T N mejor la distribucién
0.1 i

0 2 23 ZI:S % 271 28

i

' N =1,000

04 o
0.3 WA R Tiende a una curva continua para N-> infinito:
02 a L\ la distribucién “normal” o de Gauss (teorema central del
0.1 —’_I-,—’ _|‘—\|_| limite)



El porqué la varianza va dividida por (N-1)

1 N
Vimos que el mejor estimador de la desviacion standard era 0, = \] N (z; — X)?
i=1

donde X es el valor “real” que es desconocido. Podemos reescribir esto como

N
No? = > (@ +T-T-X)?
i=1

N N N

- Z;(a:,;—i)2+;(E—X)2+2(E—X)§(a:i—f)

El segundo término es N veces la varianza del valor medio No2,/N. Y el ultimo término es cero.

Tenemos entonces que N

No? = > (= ~%)’ + 02
i=1

de donde

1 N
— - L _ )2
o N1 -=1(xl T)

2




Una receta a veces util: propagacion de errores “paso a paso”

Supongamos por ejemplo tener que calcular la cantidad
qg=x(y—zsinu)

a partir de las cantidades medidas x, y, z y u, y obtener la incerteza g a partir de las
correspondientes incertezas ox, 8y, 6z y ou. Esto se puede hacer con los siguientes pasos:

i) Calcular la funcién sin u y su incerteza,

ii) Luego evaluar el producto de z con sin u, y obtener su incerteza
i) Seguidamente la diferencia entre y y z sin u, con su incerteza, y
iv) Finalmente terminar con el producto de x por (y — z sin u)



Una receta a veces util: propagacion de errores “paso a paso”

Supongamos por ejemplo tener que calcular la cantidad
g=x(y—zsinu)
a partir de las cantidades medidas x, y, z y u, y obtener la incerteza g a partir de las

correspondientes incertezas ox, 8y, 6z y ou. Esto se puede hacer con los siguientes pasos:

i) Calcular la funcién sin u y su incerteza,

ii) Luego evaluar el producto de z con sin u, y obtener su incerteza
i) Seguidamente la diferencia entre y y z sin u, con su incerteza, y
iv) Finalmente terminar con el producto de x por (y — z sin u)

Pero ojo que esto no se puede hacer si los distintos “pasos” no corresponden a incertezas
independientes, por ejemplo en funciones como:

Yy — TSNz

g=Yy—xsIny 5 q= :
Y+ Tsinz

En este caso usar la formula general



Como incluir los errores sistematicos en la incerteza total

Finalmente, y aunque no tiene una demostracion formal, si existieran incertezas sistematicas
cuya magnitud pueda determinarse, se puede utilizar argumentos de razonabilidad para

concluir que

. - 2 - 2
5210t =\ (07 ate)? + (0 is)
Y ante la duda,

5':Btot < |5$ale| + |5xsis|



Atraccion gravitatoria: test de modelos
Ricardo

PHYSICAL REVIEW D 75, 077101 (2007) Decca

Tests of new physics from precise measurements of the Casimir pressure
between two gold-coated plates
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Atraccion gravitatoria: test de modelos

z=500 nm

Quadrature (fN)
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Atraccion gravitatoria: test de modelos

z=500 nm
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test de modelos

Atraccion gravitatoria

500 nm

z:
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Atraccion gravitatoria: test de modelos

z=500 nm
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test de modelos

tatoria:
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La incertidumbre en el experimento...

y en la teoria



El “quiz” de la incerteza: aproximadamente cual es?

lcm 1mm 0.1mm
Centimetro costurero
Medir una barra de ~12.345(1) cm
Menos
2 | 10cm 5cm pero no
[=10.0000(1) cm sé cuanto
Medir una mesa de 1.2345(1) m
b Microscopio 6ptico Mucho
3 s 1=500nm lcm 500nm menos pero
Li’ Dibujar una raya no sé cuanto
f Microscopio electrénico
4 10KeV - Az = 0.01nm lpum 1nm 0.01nm
Dibujar una raya
5 L Interferémetro 6ptico Mucho
%.=500nm lcm 500nm menos pero

Determinar 81

no sé cuanto



