Tratamiento de las incertezas en
la medicion.
Repaso y algo mas...

The test of all knowledge is
experiment. Experiment is the sole
judge of scientific ‘truth’.

Richard Feynman
Lectures on Physics 1966
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Repaso

Definiciones:

Precisidn: La dispersion de los valores medidos es
“pequena” con respecto a la variable que se mide.

Exactitud: Los resultados del experimento estan de
acuerdo con el valor aceptado o calculado de la
variable medida.

En funcién de esto podemos clasificar:

-errores aleatorios: influyen en la precision.
-errores sistematicos: influyen en la exactitud.
-equivocaciones: por €. Leer mal una escala, mal
cambio de unidades, anotar mal un dato, etc.
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-Errores aleatorios:
Influyen en la precision

Trataremos en forma estadistica

-Errores sistematicos:
influyen en la exactitud.

No existen técnicas estadisticas estandar
para cuantificar los errores sistematicos.

Muy importante las calibraciones!
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Figura A2: Espectro de EPR de la muestra de DPPH y sus

picos de intensidad.
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Equivocaciones: Ojo con las unidades

POLITICS
WEATHER
BUSINESS
SPORTS
TECHNOL OGY

HEALTH
ENTERTAINMENT
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NASA's metric confusion
caused Mars orbiter loss

September 30, 1999
Weh posted at: 146 p.n. EDT (1746 GMT)

(CNN) -- NASA lost a $125 million
Mars orbiter because one

engineering team used metric units
while another used English units for

a key spacecraft operation, according - -

e

: . mt-
to a review finding released l .
Thursday.

! .
NASA's Climate Orbiter was lost September

For that reason, information failed 23, 1999
to transfer between the Mars Climate
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Equivocaciones: Ojo con las unidades

THAT TIME A COMMERCIAL AIRCRAFT RAN OUT OF FUEL
MID-FLIGHT- THE GIMLI GLIDER

May 27, 2014 | Melissa | 20 comments

On July 23, 1983, in the small town of Gimli,
Manitoba, Captain Robert Pearson and Co-Pilot
Maurice Quintal expertly glided a 100-ton Boeing
767 carrying 69 people to a safe landing without
engines, air brakes or flaps, and minimal control
of the aircraft.

Bad Math

The flight plan for Canada 143 that day began
with a short jaunt from Montreal, Quebec to
Ottawa, Ontario. Right from the beginning, the
crew realized the plane had a faulty fuel control: “A computer known as the Fuel Quantity Information
System Process manages the entire fuel loading process. . . . But the FQIS was not working properly on
Flight 143.”

With FQIS out-of-order, the ground maintenance crew had to calculate the amount of fuel needed, in a
process called “dipping the tanks.”

The flight plan showed that 22,300 kilograms (49,200 Ib) of fuel were required for the flight from
Montreal to Ottawa to Edmonton




Algunos consejos utiles

« Si medidas sucesivas dan
exactamente el mismo valor,
la precision de la medicion
viene dada por la minima
escala del instrumento.

» La precision de un instrumento
analégico es la mitad de la escala.

» La precision de un instrumento
digital es un 1 en el ultimo digito. La
exactitud depende de cuando y

cémo fue calibrado. \/




Algunos consejos utiles

Si medidas sgqesivas dan ex_a_ctam_ente el mismo
valor, la precision de la medicion viene dada por
la minima escala del instrumento.

» Si es possible elegir un instrumento con mayor
precision.

Errores aleatorios son mayors a la precision del
iIntrumento — Tratamiento estadistico de datos.

Si hay mediciones “raras” chequear el set-up
experimental (cables y lazos de tierralll) y la
calibracion de los instrumentos. Si es posible,
cambiar de instrumento.

Apagar y prender todos los equipos. Suele
solucionar varios problemas cuando se adquiere
con computadora...




ICIONES

Errores aleatorios en med

Mido N puntos y construyo un histograma.
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Para una distribucién gaussiana, se espera que el 68%
de los datos se encuentren dentro de la desviacion
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-La distribucion se hace mas “suave’, se

Si tomo mas puntos:

puede hacer una mejor determinacion del
“‘CENTROQO?”, y del “ANCHQO” (que NO
cambian) y la INCERTEZA en la

localizacion del CENTRO (que Si cambia)




Tratamiento estadistico
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Tratamiento estadistico

N
o : 1
Ej: Mido una variable 9000 —
veces Yy construyo L= N Z L
histogramas promediando i=1
datos en grupos de a N. Z(
Se observa que el (N 1)
histograma de los
promedios también tiene
distribucion en forma de
“campana” pero su ancho
ahora depende de N.
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Modelo para errores aleatorios

El ruido es aleatorio y no correlacionado.

El ruido es aditivo con la sefial y no modifica el “valor verdadero” g,
X=u+x, <x>=0.

Ignoraremos la discretizacion introducida por el instrumento, o sea que

haremos una teoria de variable continua.

Con estas condiciones el teorema central del limite nos justifica

utilizar una distribucion de probabilidad gaussiana para la senal medida

con valores “verdaderos” uy o,.

1 1 2
G(x;p,0) de = e=2(*5")" d

210,

» o, indica los puntos de inflexion de la curva.
> En el intervalo [M— 0, u+ 0]se encuentra comprendida ~ 68,26 %
de la distribucion.

» Tambien se define el ancho de la
Curva como el ancho a la altura mitad
(FWHM)

FWHM =2+v2In2c
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Computed 1000 datos generados DiStribUCién de 1000 medidaS

generated en forma aleatoria a dondedgadda psugtot se ge”etr)?_ del
o . artir de f(x promedio de 5 datos. Se obtiene
Teorema central del limite experiments P ) una distribucion gaussiana con
Funcion de distribucion desviacion estandar V5 menor
de probabilidades f(x) que el estandar principal.
La suma de un gran g 10 N i
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Estrategias experimentales basadas en el
analisis de las incertezas

-Si se promedian mediciones con distinta
incerteza aplicar promedios pesados (o
ponderados)

Supongamos que dos alumnos midieron una magnitud
Xy obtuvieron x+0;y X*0;y queremos obtener una
unica estimacion de x.

IMPORTANTE 1:
El promedio tiene sentido si |x; - x|< 0;,0;

IMPORTANTE 2:
El promedio tiene sentido si o; ~ 0;

Gaussian Distribution Gaussian Distribution

Gaussian Distribution

Variable, x

\ariable, x




Los “pesos” w; de cada medicion vienen definidos por: W, = —

. W.X.
En el caso de N mediciones:  y = Z L

av
>

Y el error en el promedio puede calcularse simplemente por propagacion de
errores:

o = =
| ’ 1 |
Ox, Z = Z w,

l

2 zaxav22 1 1

IMPORTANTE: Ver que los pesos son proporcionales a 1/c2, por lo que la
contribucion de las mediciones con mas error es poco significativa.

En el caso particular en que los o; son todos iguales se recupera el resultado:




Las cinco reglas de oro para reportar
una medida experimental

1. El mejor estimador de un
parametro es el valor medio. F = 1 Z
N

2. Selo debe reportar con una N
incerteza igual a la desviacién ol = Z
estandar del valor medio. N(N 1) 5

Xto.

3. El error NO debe tener mas de una cifra significativa, a menos que
comience con un 1.

4. Hacer COINCIDIR las cifras significativas del valor medio con los
de su incerteza.

— Se deberia reportar 5000 + 200 como (50 % 2) x 102.
— Usar 2.23153(5) para reportar 2.23153 £ 0.00005.

5. Incluir las UNIDADES.




Paréntesis: En algunos casos importa determinar la distribucion
de una variable

Nanoparticulas de Fe,0,

(c)

Distribucion de tamano )
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Propagacion de Incertezas

-En muchos experimentos en fisica se combinan variables
para obtener una unica magnitud.

Para el caso de una variable Z = f(A), si quiero estimar

Z X0, apartir de A+to,

Puedo usar
-METODO FUNCIONAL
-METODO ANALITICO




METODO FUNCIONAL

Evaluo:

Z = f(4) 0, = f(A+0,)~[(4)

Z(+/-)o,=f(A+0o,); 1 _ _
210, = f(d-oy) 27 AT AT

0.8
E
£

~ 0.4

Notar que al evaluar Z=f(A) no
necesariamente obtendremos una O L T
incerteza “simétrica” . Angle (Degrees)

Se aplica si las incertezas son

“pequenas” respecto a las variaciones de
la funcion.




METODO ANALITICO

Este es el metodo habitual de propagar incertezas
y se basa en asumir que el error es pequeno de
modo de poder desarrollar la funcion Z=f(A) en
serie de Taylor alrededor del valor medio de A.

1 (A4)

f(Z-I—CTZ):f(Z)-I—d o, +...

4

= 0, = f(d+o,)-f(4)=

df (4)

dA




EJEMPLO

METODO FUNCIONAL

o, =10 -10** =52

o, =10 -10"" =41

Z =200+ 50 =(20+5)x10'
2005,

N
I

METODO ANALITICO

)
4 ,

o, =ZIn(10)o, =46
7 =200 +50

O, =

\

J

Z =10
A=23+0.1
Z =10 =199.5

Si los errores son
“pequenos” ambos metodos
dan resultados coincidentes




Table 4.1 Results for the propagation of errors in single-variable functions.

Function, Z (A) az Error
unction, 1A [ror
| I oA
exp A exp A a7 =eXpAag =7 ay

I oA
In A — oy = —

A N A

I oA
log A — 7 = ———
e n(10) 4“7 n(10) A
An n A= o« :‘m”—l‘o_fﬂ OR ‘“—Z) = [n%4
N Z A

104 10410 (10) @7 = 104 In(10) ary
sin A cos A a7 = |[cos Al ay
cos A —sin A = [sin A| ay
tan A | + tan> A =(1+2%)a




FUNCIONES QUE DEPENDEN DE MAS DE UNA VARIABLE.

Si las variables son INDEPENDIENTES vy las incertezas estan
NO CORRELACIONADAS, entonces:

Z=f(A,B) — Z=f(A,B)

METODO FUNCIONAL
aé =f(4+0,,B)-f(4,B)
f(A B+GB) f(A B)

o2 =lo] +(ot)

METODO ANALITICO

2 2
(2] (3
04 ) ,_; OB ), =

Como las variables son INDEPENDIENTES, las derivadas cruzadas
(covarianza) promedian cero. (Ya volveremos al caso de covarianza no nula).

S




Table 4.2 Some simple rules for the propagation of errors in multi-variable functions.

Function, Z (A)

Expression used to calculate a7

Z=A+8B
/=A—-8B
Z=AxB
Z—A
" B
Z = A"
Z =kA
Z—A’A
B
n
Z—kA—
BJH

Z=A+B—-C+D
_(AxB)
" (C x D)

(A” X BM)
(CP x D)

a7 = \/(05,4)2 + (ap)?

=1
717" x
az oA
e o8 [22] |
az = |klag 7 1

“Z () ()




ESTRATEGIAS EXPERIMENTALES BASADAS
EN EL ANALISIS DE LAS INCERTEZAS

Z = f(4,B)
-SIEMPRE concentrarse en reducir el error dominante.

Por ejemplo, si quiero estimar la incerteza en la medicion de la densidad de
una esfera, y he medido la masa y el radio con una precisién del 1%

2 2
peg = T ) (2] ws
PR o, r m

Ver que la contribucion a la incerteza en la densidad es dominada por la
incerteza en el radio r, por lo tanto debe ser |la variable a medir con mas

precision y no se justifica (en una primera instancia) mejorar la medida
de m.




Representar graficamente las mediciones

Guia para graficar

1.

il

o o

Variable independiente en el
eje horizontal y la variable
dependiente en el eje vertical.
Cuando se pueda linealizar
los datos

Elegir escalas apropiadas
Nombre de las variables y
unidades (entre paréntesis)
Datos y barras de error
Ajuste

B_
E_
s 2
S5 0l
o, 9
c 2|0 | )
00 02 04 06

Applied Voltage (V)

Fig. 5.1 Combining many different data sets
on one graph. The forward-bias current—
voltage characteristics of a silicon (o),
germanium () and zener (%) diode are
depicted. A logarithmic scale was chosen
for the current to emphasise the exponential
growth of the current with increasing voltage.




INSTRUMENTOS DIGITALES

Si se usan distintos instrumentos para medir una variable =}
es importante considerar los errores de clase cuando se _ !

. >
reportan las incertezas. E .l
> |
Medicién de una resistencia V' =R x I: 21
Voltimetro clase 1000, V =aV,,;, con a=1.000 == 0.001 _ T R R _
I [uA]
Fuente de I clase 10000,/ = 51, con =1.0000 % 0.0001 |
0.004 -
Ajusto con unarecta V=V, tR ;. x I s 002 (1110l I g
Elresultadoda: V'=(1 £ 2)uV +(999.0 £ 0.1) Q x / 3 I I D A
>I,(“-O.0027 I 1
. Qué valor de R y de su incerteza reporto? o A
Calculo Raj en base a ' medidos e / aplicados Entonces R = g Raj =999.0

;
(%R)z B (%)2 " (5) i (}? > = (107%)" + (1074 + (107%)°

= (107%)" = s =10

MORALEJA: Tener cuidado al reportar incertezas menores a la clase del instrumento




INSTRUMENTOS DIGITALES

La teoria es de variable continua. ;Qué hago cuando el instrumento me da un nimero
limitado de digitos y el ruido no es mucho mas grande que el LSB?

ol —o0 [T T ] | Siel ruido es muy grande comparado con el LSB,
" /[\ (o>>A), puedo olvidarme de la discretizacion y seguir

\ trabajando con la teoria gaussiana continua.
0.2F /‘ \\
0.0 L \
2:’1 4:’\
XX

G)A, plx)

!
I
-2A 0A

HA — - -
8 Gix)
© )
— 6r
3
pad
. . . %]
Si el ruido es muy chico comparado con el LSB, voy a 2f
obtener siempre la misma lectura y no puedo hacer nada . J| ||
-4A =24 0A 2A 44 [T

con estadistica, solo asignar el LSB /2 como incerteza. .




INSTRUMENTOS DIGITALES

La teoria es de variable continua. ;Qué hago cuando el instrumento me da un nimero
limitado de digitos y el ruido no es mucho mas grande que el LSB (Least Significant Bit)?

s
P e i)

G)A, plx)

=24

Valores posibles
de la lectura, nA

Solucion pragmatica si no quiero rehacer
toda la teoria para hacerla de variable
discreta ...... formulita de interpolacion:

o) ‘ G(x, 1, o) es la densidad de
probabilidad de que un valor
exista a la entrada del
instrumento.

La probabilidad p(x) de tener
esta lectura es el area
sombreada en la G(x, i, )

2 2
2 2
S . — S . . + | —
efectivo = “medicién 9




¢, Qué hago con mis datos experimentales?

« Tanto para un modelo empirico como para
uno tedrico =comprobar que el tipo de curva
que predice nuestra ecuacion concuerda
con el comportamiento cualitativo de los
datos experimentales:

y=bx+cx2

(mal)
y=a+bx+cX
(bien)

2

(0,0)




¢, Qué hago con mis datos experimentales?

Una vez decidido el modelo se debe buscar el

mejor ajuste de la ecuacién a los datos y no

“ajuste de los datos a la ecuacion™ = hallar
parametros que mejor ajusten los datos.

METODO DE
CUADRADOS
MINIMOS

y

residual

residual

residual

™~

Minimizar residuales al cuadrado (Minimos Cuadrados)

$SQ =" (v —f(p,X;))’

. Y
residual

(Norma L2)

residual

Curva suave debida a la
ecuacion con los parametros
optimizados
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Clase Anterior

» Medicion de una variable

» Propagacion errores en una o mas variables

Z = f(A,B) — Z=f(A B)

-METODO FUNCIONAL
o) =f(d+0,,B)-f(4,
oy = f(4,B+0,)-f(4,

ol =(o)f +(cf)

-METODO ANALITICO

N?l\)

» Como reportar los errores
» Grafico de datos

B
B

(&)
=|—| o;+l—=| o
04 ) 5 OB ), 3

)
)

2
B

XXo.

Dependent Variable

Dependent Variable

(a)

Independent Variable

Data

— Model i P

(b)

Independent Variable

En esta clase veremos diferentes métodos de ajustes, modelos y ejemplos




¢, Qué hago con mis datos experimentales?

Una vez decidido el modelo se debe buscar el

mejor ajuste de la ecuacién a los datos y no

“ajuste de los datos a la ecuacion™ = hallar
parametros que mejor ajusten los datos.

METODO DE
CUADRADOS
MINIMOS

y

residual

residual

residual

™~

Minimizar residuales al cuadrado (Minimos Cuadrados)

$SQ =" (v —f(p,X;))’

. Y
residual

(Norma L2)

residual

Curva suave debida a la
ecuacion con los parametros
optimizados




Dependent Variable

Ajuste por Cuadrados Minimos
Principio de Maxima Verosimilitud

Determinar los parametros 6ptimos de una funcién con el fin de encontrar la
funcidn que mejor ajusta los datos experimentales.

® Data R Dado un conjunto de datos (x,, y;,), determinar la recta
y=mx+c mas proxima a los datos experimentales.

Residuo: (y-y) =y,—mx;+c
Se busca minimizar (y-y)?

}I<i Xi-'- xi+
Independent Variable

Suponemos cada y; tiene una distribucion Gaussiana con un error estandar ¢;
La probabilidad de obtener el valor y, dados los parametros my c, es
proporcional al valor de la funcion de densidad de probabilidad en y:..

| i —mx; — )2
P." = G:' {l_'"lr'f — exp |:— (1” mré F} } d"rf

2o 20

La probabilidad de obtener el conjunto de las N mediciones dados my c es el
producto de las probabilidades para cada medicion individual:

1 . . N2
P(m,c) = HP—H\/{E{I tx]:r|: ]Z(}’ ?:ﬂ F)}

T




El Principio de Maxima Verosimilitud (PMV): nos permite encontrar los
parametros m y c que maximiza la probabilidad

dy; ] Vi — mx; — ﬁ‘)z
Pmc)y=TTP =[] exp|—= (
E] , :E] s P =3 ”

T

o0 || ¥=2.75x%
---- y=2.25x

y=2.0x

Esta funcion se maximiza cuando se 5\
minimiza la funcién 2. N

2 (vi — ¥ (-’fi))z 400-
X = Z > ~ %

‘ ﬂ"i 300

5 (y-y(x))’

(b)
10 15 20 25 30
Gradient




Ajuste por cuadrados minimos

« Dado un conjunto de datos {x,y}, i=1,...,N
gue supondremos pueden ser representados
por una funcion y=f(x,a,,...,a,;) en base al
PMV puede mostrarse que el mejor ajuste se
obtiene minimizando y? respecto a a,,...,a,,

- 2
Vi _f(xi 9a19”'9aM)

O-y i

N

. 2 .
mim y» ImlIlZ
i=1




Si la funcion y=f(x) es lineal en los parametros
a,,...,a, es decir f(x)=a,f,(x)+af(x)+...+a,f,(x)

A partir de:
- 12
ai yi_f(xiaala-"aaM)
5}(2_ i=1 | o, 1 _y
oa, oa.

l l

Y suponiendo que o,,=0,=0,,

puede obtenerse un S|stema de M ecuaciones con M
Incognitas que se resuelve con algebra matricial y

permite obtener a,,...,a,, y sus incertezas

(suponiendo o,<<ao,))




Ajuste con una recta

Si nuestros datos {x,y}, i=1,...,N pueden aproximarse con
una recta: y=f(x)=A+Bx,

entonces:

A= (inzyz _szzxzyz)/r
B=(NY wwi=Y wd ui)/T
F:NZQ:? — (sz)z




Ajuste con una recta

Para estimar las incertezas es muy conveniente suponer
que o,~0y que los o,; son todos iguales. De esta forma
podemos propagar errores con el método analitico y
llegar a:

1

Sy =5 2 i — (A+ Bxy))”
> T

sh= "t




Ajuste con una recta

Si o,~ o,; debo considerarlo en el denominador de la
funcion y? — las ecuaciones dejan de ser lineales.
Consejo: siempre definir como variable independiente |a
de menor incerteza

2 A ( i _mxl' _C)z N y=mx+c
A = 2 2
i—1 Uyl_ +m0xl

Si o,~ o,; existen métodos de
“regresion ortogonal” en donde se
minimiza la distancia ortogonal a
la funcion propuesta. y'=-x/m+eh

Dependent Variable

N\

Libro Hughes, Hase, cap. 9 Independent Variable
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matematicos un buen
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capaz de determinar si el
modelo describe los datos

Independent Variable

Fig. 5.9 The least-squares best-fit straight
line to a sinusoidal variation. Error bars
smaller than symbol size. Health warning It
is possible to use the method of least squares
to find the “best-fit" straight line for any data
set. This does not mean that a linear fit is an
appropriate theoretical model.
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ADVERTENCIA

El método de cuadrados

minimos siempre va a resultar

en un conjunto de parametros
y sus incertezas.

Mas alla de los modelos
matematicos un buen
experimentador debe ser
capaz de determinar si el
modelo describe los datos

R; = y;- (x).
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Independent Variable

Fig. 5.9 The least-squares best-fit straight
line to a sinusoidal variation. Error bars
smaller than symbol size. Health warning It
is possible to use the method of least squares
to find the “best-fit" straight line for any data
set. This does not mean that a linear fit is an
appropriate theoretical model.
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‘ —=— Regular Residual of Sheet1 E

w / M /o
50 = '] - h \ " .
AN : f\./'\-\// I ] ®n;
% u - = | .
<. \ \/ \/ / ! -\/ HgE n®
% " | | ) f .
"\ Pe
40 = ! O,= |
. . — Regular Residual of Sheet1 C . A
Independent Variable \ / '.
E / yZd "
30 5 ..\ |#~ |Equation y =a+b*x
2 Weight No Weighting
£ - ~"®g  |Residual Sum of 427.07297
-y on ' Squares
@) i I Pearson's r 0.97946
o0 PP R A Ed IR e ... Adj. R-Square 0.9585
ndependent Variable on Value  Standard Error
l. Intercept 0.58817 0.85649
® E
® [ ] Slope 0.98378 0.02923
u Equation y =a + b*x
10 n® ] Weight No Weighting
A Residual Sum of 396.15846
n .. u Squares
.\Q/ ' Pearson's r 0.98079
° Adj. R-Square 0.96116
0 Value  Standard Error
c Intercept 0.4898 0.82491
Slope 0.98079 0.02815
0 10 20 30 40 50

Los dos ajustes tienen similares pendiente, ordenada, incertezas,
suma de residuos, R?, pero...
MORALEJA: NO reducir el analisis de un ajuste a un unico parametro




Errores no uniformes:
Ajuste con cuadrados minimos ponderados

Es usual (por €j. en los instrumentos digitales por el cambio
de escala o linealizar datos) que los o, sean distintos = se
pondera cada dato con la incerteza correspondiente o

y =a, +ayx




Ajuste con una recta, cuadrados minimos
ponderados

Es usual (por €j. en los instrumentos digitales por el cambio
de escala o linealizar datos) que los o, sean distintos = se
pondera cada dato con la incerteza correspondlente Oy

y =a, +ayx

N N N N
a; =T71 (Z yi/og. > aior — Z riyi/ o, Z xi/ oy, ) sg =TI (Z xio]
N N N , N N
ag =T 31/l 3 wyifol, — > xifog. > i/ o sz, =Tt (> 1)o7
=1 1= i=1 i=1 n i=1
N &L N A\’
— / v f .
=) 1/o, > xi/o, > xi/o,
i=1 =1 i=1
f(x)
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DATOS CORRELACIONADOS

* Volviendo a la estimacion de incertezas, ¢ Qué sucede si las
dos variables x e y no son independientes? Sea:

f

2=f ) 7= 00y = f 5 y)+ -

S2 ~ 1 ZN:|:6f (X- f)+g

(yi_.)_/)

(yi _y):|

X,y

/A
Y Ox

5y =3 [, D)0, - )

of 5
Xy 5)/ X,y

S,y €s la COVARIANZA y mide la correlacion entre las
fluctuaciones alrededor de los valores medios de x e y.
Si x e y son independientes entonces s,, = 0.




DATOS CORRELACIONAL

-

OS

IMPORTANTE:
Si x e y NO fueron medidos simultaneamente, entonces s, =0

-Por ejemplo si mido la longitud de un péndulo 10 veces con
una regla y luego su periodo 50 veces con un cronometro,
puedo asegurar que s;+=0

-En el caso de la medicion de R, si el tiempo de medicion es
mayor que el tiempo caracteristico de la fuente de corriente
(tipicamente 50 Hz), se pierde la correlacion y s;,= 0.




Ajuste por cuadrados minimos con funciones no lineales en los parametros

Si los datos NO son lineales en los parametros:
A 1 1 B
l+Bx y A A

1. Ver si hay forma de linealizar. Porej. =

A 1 E/kg
—=T=T,€X -
< o f o X\ T 77, E, 7,?
c
- k
1 |
O As-synthesized In 1 = E/kg +InTt 0
O Annealed i T-T,
105008 0009 0.010 0.011
1(T-T,)
2
a
1 Tg
4] —=71=1
f O\NT — Tg
— ?
=4 1 T,
= In= =aln(—9)+ln‘r‘,
-8 - f T_Tg

As-synthesized

12 14 16 18 20 22
Ln[T /(T-T )]




Ajuste por cuadrados minimos con funciones no lineales en los parametros

Si los datos NO son lineales 0 no se puen los parametros:

1. Ver si hay forma de linealizar.

2. Proponer un modelo que describa “adecuadamente” los
datos: y(x)= f(x,a,,a,,...,ay)
Considerar que si dos modelos funcionan, conviene tomar el que usa menos

parametros (Navaja de Occam, Fraile franciscano siglo XIV).
Evitar la sobreparametrizacion del modelo de ajuste de datos

4-

Data
—— 5th Order
----2nd Order

(@)

Reduced Chi’

40 20 0 20
Independent Variable, A

40

25

= N
g O

-
o
1

ik

—_ T263. (b)

2

3 4 5 6 7
Polynomial Order

For every complex problem there is an answer that is clear, simple, neat, plausible, and




Ajuste por cuadrados minimos con funciones no lineales en los parametros

Si los datos NO son lineales 0 no se puen los parametros:
1. Ver si hay forma de linealizar.

2. Proponer un modelo que describa “adecuadamente” los datos:

y(x)=f(x,a,a,,...,ay)
Considerar que si dos modelos funcionan, conviene tomar el que usa
menos parametros (Navaja de Occam).

3. Variar a,,a,,...,ay hasta obtener un minimo en #2. (Ya
veremos como...)

4. Dado un conjunto (a,,a,,...,a,) calcular los residuos normalizados para
cada x; y;

2
Ri2 _ Y, —y(x;) , Zz :ZRiz

Gyi




Ajuste por cuadrados minimos con funciones no lineales en los parametros
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Independent Variable Independent Variable

4. Dado un conjunto (a,,a,,...,a,) calcular
los residuos normalizados para cada x; y;

2
R — Y, —y(x;)
l 0)’;‘ ,

Zz _ ZRiz

n
o

B
=)

fad
o

ba
(=)

-
(=

Diffracted Intensity jarb. units)

Residuals
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20 a1
Scattering Angle (%)

Diffraciea Intensity (ark, units)

8\

Rasiduals

Fa
L
- ’
“‘S' [’y h
]
B9 a0
Scattering Angle ()
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Fig. 6.13 Experimental spectra and
weighted least-squares-fit (thick line) for
the Cu (3 1 1) X-ray diffraction peak. In (a)
the fit and residuals are shown for a
constrained double peak model and in
ib) the experimental data are fitted to a




Ajuste por cuadrados minimos con funciones no lineales en los parametros

Si los datos NO son lineales 0 no se puen los parametros:
1. Ver si hay forma de linealizar.

2. Proponer un modelo que describa “adecuadamente” los datos:
y(x)=f(x,a,,a,,...,ay)
Considerar que si dos modelos funcionan, conviene tomar el que usa
menos parametros (Navaja de Occam).

3. Modificar a,,a,, ...,a, hasta obtener un minimo en #?. (Ya veremos
COmo)

4. Dado un conjunto (a,,a,,...,a,) calcular los residuos normalizados para
cada x; y;

2
R? = Vi —y(x) , ZZZZR'z
Gyi

5. Independientemente de que método usemos es FUNDAMENTAL partir de
valores iniciales de a,,a,, ...,ay cercanos a los optimos.




Ejemplo: Circuito RLC

o
& D -
g < 3
L () ]
1.“ E 2
il o
1§ 3 1.
O
1 i Weighted Fit o |
-6 ¥ T " T T T " T " T ' 0-
0 200 400 600 800 1000 -4 -2 0 2
Time (us) Normalised Residual

[
V(1) = Viga + Vo cOS (271? — qb) exp(—1/7)
¢ Qué valores estimativos para los parametros iniciales utilizariamos?

Un primer criterio para ver si el modelo es adecuado:
-Aprox. 2/3 de los datos con su error deben solapar la funcion de ajuste
-Los Residuos Normalizados deben tener distribucion Gaussiana




Métodos numéricos para encontrar el minimo de #?

Todas las técnicas son iterativas y proponen algun algoritmo que va
convergiendo al conjunto @,,a,, ...,ay que minimiza 2.

1) Método de Newton-Raphson (1D)

Resuelve la ecuacion f(x)=0.
Se parte de un valor cercano f(x,)

Si f(x,+h)=0 ~ f(x,)+F (X,).h = h= -f(x,)/F (x;)

Defino x,=x,+h = x,-f(x,)/f (x,) y h=-f(x,)/f (X5)

Xn+1=xn+h = Xn'f(n)/r(xn)
y sigo hasta que f(x,) < ¢

-Converge rapido si x, esta cercano a la solucion




Métodos numéricos para encontrar el minimo de #?

Todas las técnicas son iterativas y proponen algun algoritmo que va
convergiendo al conjunto @,,a,, ...,ay que minimiza 2.

2) Grid Search
- Para dos o mas variables. Voy modificando de a una y calculo »? hasta
encontrar un minimo y paso a la siguiente.

- Se repite el procedimiento hasta que se alcanza la tolerancia de
convergencia. Por ejemplo cuando el valor de »? cambia en menos de, 103,
-Es simple y depende poco de los parametros iniciales

-Converge MUY lentamente si hay correlaciones.

1
w O s ] )] w
T iy FFF 7 A 7 7T 1

Intercept (mV)

0 10 20 30 40 50
lteration Number

1.85 1.90 1.95 2.00 2.05
Gradient (mV s)




3) Método de maximo gradiente

Variar los parametros en forma secuenial no es muy eficiente, una mejora
es acercarse vectorialmente al minimo

Se define la componente i del vector gradiente de y2 como

(sz)i:aﬂf zlz(ai+&li)_752(ai) o
6} -
Sia=(a,a,,...,ay) Uso como regla recursiva 3}
ol _
af /\‘ 1
61 ]
7

oa, oa.
B 2
aS-l—l _as —ﬂV;{ (as)
185 190 185 200 205

S es un factor de escala “convenientemente” Gradient (mV s)
elegido

Intercept (mV)

+ Inicialmente converge muy rapido
- Cuando me acerco al y? minimo la convergencia es mas lenta (V y? ~0)

- La determinacion de V y? tiene mucho error porque resta dos numeros
muy parecidos




4) Método de Newton-Raphson de segundo orden

En un entorno del min #? la superficie es parabdlica y puede aprox. por:

- N ax? 1 N 92x2 2
X2(35+h)“~,¥2(as)+z;:1 %}a Aaj +5 > ?}5 (Aaj)
A

204 y=2.75x
----y=2.25x

— y=2.0x

2 (y-y(x))’

(b)
ﬂ T T -\_.T‘_F T T
1.0 1.5 2.0 25 3.0
Gradient




4) Método de Newton-Raphson de segundo orden

En un entorno del min #? la superficie es parabdlica y puede aprox. por:

Xﬁ{as—i—h}%‘;{ (as) —|—Z_1Wa j=1 5,2
I § 7 lag
Zz(as+h) x Zz(as)+gih+%htHsh
B 52}{2 52)(2 h
oa’ " 0a,la
O 0 2 1 1Y“N
g, =Vy'(a,)= Lf (f} H (a,)=| :
al aN a. aZZ2 8212
| Oa,0a, - Oay |
V;(z(as+h):gs+Hsh:O — h:—H;IgS
—1
Regla de iteracion d :as+h :aS_HS g,

-Funciona bien solo cuando los parametros iniciales son cercanos al valor que
minimiza »2.
-Requiere calcular derivadas primeras y segundas e invertir matrices.




5) Método de Levenberg-Marquardt

Combina 3) (maximo gradiente )y 4) (Newton-Raphson). Usando 3) para
aproximarse rapidamente a la solucion en forma vectorial y 4) para obtener
valores mas refinados. Notar que las reglas de iteracion son similares

— —_ , aZZ 6){2
3) aS+1 as IBgs g, =Vx (a“‘){a_al’“"@}

-1 ) .

4) dg g =4 Hs Es Gafz %
H (a,)= :1 1: '

. 82)(2 82)(2

L-M propusieron: caca T o

A, =a,— (ﬁs )_1 s> (ﬁs )ii =+ A)(Hs )ii9 (ﬁs )jk — (Hs )jk

Utiliza el parametro A para variar el angulo
de la trayectoria. Lejos del minimo, la
A<<1 4)Newton-Raphson trayectoria sigue el camino de descenso
A>>1 3) Maximo gradiente mas pronunciado y cambia suavemente a
medida que se acerca al minimo y la
aproximacion parabdlica es valida.




5) Método de Levenberg-Marquardt

1) Elegir un valor inicial para a, evaluar #2, iniciar A~10-3
2) Calcular h en base a Hy evaluar y*> en a+h

3) Si > aumento, incrementar A (tipico x10) y volver a 2

4) Si y? disminuyd, decrementar A (tipico x10), actualizar
a=a+h,yvolvera?2

En algun lugar poner condicion de convergencia para
parar (tipico en 2)

Este método combina eficientemente 3) y 4) y es el que
utilizan la mayoria de los programas de ajuste de datos.




Resumen de las formulas utilizadas para actualizar la
siguiente iteracion (a.,, = a, + h) para diversos métodos de de
ajuste. g es el vector gradiente, H es la matriz de Hesse y J
es la matriz jacobiana.

Gradient descent h = —pBg
Newton Hh=—g
Gauss—Newton 2J1Jh = —g
Levenberg (H+ A1) h=—g
Marquardt-Levenberg (H+ Adiag [H|) h=—g




Estimacion de la incerteza en los
parametros de ajuste

Definimos la “Matriz de Curvatura”

Y la “Matriz de Covarianza’

La incerteza en el parametro a;viene dada por

Si Cy = 0 = incertezas NO correlacionadas
Si Cy # 0 = HAY correlacion.




Estimacion de la incerteza

Calculo

Zz _ Z(yi _O)-;(xi)) ;

1

18212_2 i
2 0com o’

1

1 { Ay =4y | 1] { 4,

A11A22_A12A21 _Alz A11 A _Alz

2 2
o E X;
, 5 No

2
2 _ i . —
CNE -y NS -y




., Como determinar si un modelo describe bien los
datos experimentales?

Obtener un valor para 2.

Definimos 2 reducido o normalizado como:

22N =2 Pminf NL

Definimos los grados de libertad como:
N,=N-Np (N° datos — N° parametros)

El ajuste es bueno cuando




., Como determinar si un modelo describe bien los
datos experimentales?

« El ajuste es bueno cuando 2%, = 1.

7> =N, como N,=N-Np =N — 22, =1

« y°y >>1 el ajuste no es bueno. Cuestionar el
modelo si y?y>1.5.

« ¥’y <<1 verificar si se sobreestimaron las
barras de error, o los valores observados y
esperados son irrealmente cercanos




Seleccion de modelo adecuado a partir de |la estadistica
o de criterios fisicos

Ejemplo del periodo del pendulo oal[— =T+ a2

——--T=T
L 1 3 -
T =2m [— |:1 +— (gmax)u}
\ g 16

Table 8.2 Three different models are used for the dependence of the period of oscilla-
tion of a pendulum on the initial angular displacement.

Period (seconds)

Model Degrees of freedom XI%]in xf—, 961 (a)
0.2 0.4 0.6
T=T 5 107.2 214 Initial Angle, 6 (rad)
T=To|l + o] 4 339 0.9

T=Ty[1 + BOmaxl 4 4.39 1.1

La estadistica no me responde cual

modelo es mas apropiado

jAplicar criterios fisicos! _

Por ejemplo paridad de la funcion T o s
Initial Angle, 6__ (rad)

Period (seconds)

(6)




Seleccion de modelo adecuado a partir de |la estadistica
o de criterios fisicos

Mecanismo de relajacion Ley de Arrehnius

T =T19exXp(Ey/kpT)

momento magnetico de
Nanoparticulas magneticas

Power law (low T')
12 14 16 1.8 20 2 7o T,
(S) (K) 7V
[T /(T-T )]

8.5x107® 3.0(1) 0.6(1)




Si confiamos en nuestros datos y el modelo sin embargo no hay acuerdo

Estudio de Anisotropia Magnética MnCr,O,,
AH(T) = xs(T)/x(T)JAH.

b Hz H3
ol | l 3K
9K

14K

AH_ox E 2/E; (@)

18K

ESR absorption derivative (arb. units)

#1500

1000

](1 (mol/emu)
=
(w»]

500

M (emu/mol

O 70 20 30 40 50 60 1 : :
T (K) O N 1 i 1 N | N 1 N
R T 200 400 600 800 1000
200 400 600 800 1000
T (K) T (K)




Estudio de Anisotropia Magnética

AH(T) = [ xs(T)/ x(T)JAH.

Intensity (arb. units)

Intensity (arb. units)

- L._-.-ﬁt S — .L*.__A_ Jlrll\..__._ M_J\
b
et \;_.JL.,.A - j._h — A._JIIL.._.J‘*\_._/L;

70 80 90

200 400 600 800 1000
T (K)




Determinacion de distorsion estructural a partir del ajuste

AH(T) = [ xs(T)/ x(T)JAH.

200 400 600 800
T (K)
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e

300 400
Temperature (K)

| 1 ]
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] 1
700 800
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Standard Error
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Adj. R-Square 1
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Otro ejemplo de la vida real

Ajuste de una senal en forma de “campana” (en este caso la derivada)

-Gaussiana?

-Lorentziana?

Amplitud (cuentas)

Jfo(x)=y0+ e ™

fL('x):yO+A4

2(x—xc)2
2

1
(x—x ) +Ax’

3280

3281 3282 3283 3284
H (Oe)




1) Las derivadas de estas funciones no suelen venir definidas en los
programas de ajuste, asi que primero hay que crearlas.

y'L = Y0 + (2*A/P1)*(8*w*(xc-x)/(4*(x-xCc)*2 + wr2)2)

y 6= Y0 + (4*A/(W"3*sqrt(P1/2)))*(exp(-2*((x-xc)/w)*2)*(xc-x))

B NLFit (LorentzDerivada (User)) == %]
Dialog Theme I % ﬂ

Settings ||:|:n:|e I F'alametersl Baundsl

Data Selection Category Il_lser Defined ;I

Fitted Curves ) :
Find /7 Function ILDrenlzDerwada [Uszer] LI

Advanced Iteration Algorithm ILevenberg bl argquiardt ;I
Cutput

Description

File Hame[.FDF] C:ADocuments and S ettingshdministradoribis documentoshOriginlabh304U zer Filesh

a| | 2
B E L] ool 2] 4] o] _Done | caree | ]

Resicdual  Formula  Sarmple Curve Messages | Function File | Hints

ve 2]
[Dependent Y ariables]
o=

[Initializations]




2) INICIALIZAR los parametros lo mejor que se pueda.

En este ejemplo:

xc~3280.5

w~1 (depende de la funcion!)

y0~0

A~20000 (si f esta normalizada)

10000

Amplitud (cuentas)

-10000

y0

3278

3281 3282 3283

H (Oe)

3284




3) Ajustar.

-Conviene empezar con una iteracion de Simplex antes de usar el L-M.
-Suele ser util dejar uno o mas parametros fijos.

-Continuar hasta que se cumpla el critero de convergencia.

-Modificar parametros que nos parezcan mal ajustados y ver como se
modifica el resto.

10000 — B
DerivadaGaussiana (User) Fit of -

—— LorentzDerivada (User) Fit of 201

Amplitud (cuentas)
(@)

-10000

3279 3280 3281 3282 3283




4) Analizar errores del ajuste y curva de residuos.

50 |+ gaussiana

E' Value Standard Error

g A 11134.00092 -

< y0 -1.05575 13.7159

k] w 1.01391 0.00221

nc Xc 3280.51453 -

= Independent Variable. ™  You may have overparameterized the fitting
function. Fixing one of them may eliminate

°_Lorentziana this problem.

%' A ,‘ N

§ 1 ‘ :_‘ Value Standard Error

¢! y0 120.9348 87.64724

.J \ A 23905.93808  748086.4778

P w 1.39556 0.00709

g o - s XC 3280.51392 513.19877

Independent Variable




5) Conclusion

Ninguna de las dos funciones describe
correctamente el espectro experimental.

(Centered) Voigt

Si solo quiero xc, wy A Probability density function

— Gaussiana OK

B -=1.53+1=0.00
Bl -=1.30,4=0.50
025} B -=0.01,+=1.80
B -—=1.00.4=1.00

020}

Si necesito ajustar mejor puedo usar
Pseudo Voigt 01|

Vo (X) = n1.(x) + (1-n) f5(x)
0<n<1

005}

D.00
—10 -5 0 5 10

Flot of the centered Voigt profile for four cases. Each case has a
full width at half-maximum of very nearly 3 6. The black and red
profiles are the limiting cases of the Gaussian (v =0} and the

Lorentzian (o =07 profiles respectively.




Conclusiones

** Mediciones confiables: datos precisos Yy reproducibles.
Teniendo los cuidados necesarios para descartar los errores
sistematicos.

*» Elegir un modelo adecuado para ajustar los datos. Realizas el
ajuste y encontrar los valores optimos de los parametros
minimizando #?

*» Limitar los parametros de ajuste o limitar el rango de variacion
de parametros cuando se tenga informacion adicional (aplicar
restricciones en la minimizacion).

** La pregunta “;mis datos son consistentes con el modelo
propuesto?” se puede responder analizando el valor de #?, .
Cuestionar el modelo si y?,>1.5




Conclusiones

< Si hay varios modelos posibles utilizar 42, y criterios fisicos
para decidir qgué modelo es el mas apropiado.

*» Si la calidad del ajuste es deficiente: (a) considere un modelo
tedrico diferente. b) si se sabe que el modelo tedrico es valido
para las condiciones del experimento, intente identificar
defectos o ingredientes que no se han tenido en cuenta en el
experimento o analisis. ¢) Evaluar rangos de aplicacion del
modelo.

* Cuando el ajuste es bueno, reportar los parametros que
minizan 2

*» La incertidumbre de los parametros se calcula a partir de la
matriz de error y utilizar la raiz cuadrada de la diagonal







