Fisica Experimental / Laboratorio |

Clase #3



Promedios pesados

El problema?: como combinar dos mediciones independientes de la misma cantidad fisica:

T=24+04 r=ITrg+0pR.



Promedios pesados

El problema?: como combinar dos mediciones independientes de la misma cantidad fisica:
T=2q+04 r=rp+0pR.
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Caso #1: Mediciones inconsistentes

x4 —xB| >> 04,0B



Promedios pesados

El problema?: como combinar dos mediciones independientes de la misma cantidad fisica:
r=Tpx£04 r=rpx0pg.
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Caso #1: Mediciones inconsistentes

x4 — 2| >> 04,08
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me:z:p = (:BA+Q:B)/2
Oz =|xa—2B|/2



Promedios pesados

El problema?: como combinar dos mediciones independientes de la misma cantidad fisica:

r=Tpx£04 r=rpx0pg.
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Caso #1: Mediciones inconsistentes Caso #2: Mediciones consistentes
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Terp = (Ta+2B)/[2
Oz =|xa—2B|/2
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Promedios pesados
o~ (za-X)?[20%

1
Prob(z4) o< —
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1 2 15,2
Prob(zp) o« —e (#8=X)"[20%
OB



Promedios pesados
1 2 1o 2
P'rOb(l’.A) oC _e—(xA“X) /2(7A
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1 275 2
Prob(zg) oc — e (#8=X)"/20%
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Suponiendo que ambos experimentos son independientes,

Prob(za,xp) = Prob(z4) x Prob(zp) o<

a-X)\° B - X \?
donde X2=(1A ) +(QB )
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Promedios pesados

1 20 2
P'rOb(l’.A) oC _e_(xA’X) /20’A
0A

1 2 15,2
Prob(zp) o« —e (#8=X)"[20%
OB

Suponiendo que ambos experimentos son independientes,

Prob(za,zp) = Prob(xz4) x Prob(zpg) o< L

0A0RB

9
e_x /2

a:A—X)2+(a?B—X)2

0A oB

donde X2 = (

Aplicando el principio de maxima verosimilitud, maximizar Prob(x,,xg) es equivalente a minimizar X
(por eso se llama “método de cuadrados minimos”):

,' — _1 1
TA 2X lB X _ ‘ (mejor estimador de X' ) = ( 4 )/( 7 T3 )
o2 4 04 Op




Promedios pesados

1 2 1y 2
Prob(z ) o« — e (za=X)"/20%
gA

PT’Ob(.’L‘B) oc ie—(mB—X)Q/QG%
oB

Suponiendo que ambos experimentos son independientes,

Prob(zs,zp) = Prob(z4) x Prob(zp) o<

A — X 2 n— X 2
donde X2=(1A ) +(lB )
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Aplicando el principio de maxima verosimilitud, maximizar Prob(x,,xg) es equivalente a minimizar X
(por eso se llama “método de cuadrados minimos”):

o 1 1
T - X fLB X ‘ (mejor estimador de X ) = ( A )/(_2 + _2)
0% A 04 OB

WATA TWRBITRHE

Si definimos los ““pesos” w4 = 1/03 y wg = 1/0%. »(mejorestlmador de X) =
WA +WERE

En general

E Wiy

1
Tpp = Con Wi = —5 y |9pp = T =——
P Y w o? > Wi




Promedios pesados

El problema?: como combinar dos mediciones independientes de la misma cantidad fisica:

T=2q+04 r=rp+0pR.
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Caso #2: Mediciones consistentes



Ajuste por cuadrados minimos

Objetivo: encontrar la mejor linea recta y = A™ + B”x que ajuste un conjunto de pares de puntos
medidos (X1, y1),. ey (XN, yN)

Para simplificar supondremos que las mediciones de y estan afectadas por incertezas, pero las

de x no. Y supondremos que las incertezas en y siguen una distribucion gaussiana, todas con
el mismo ancho o,.

Distribucion gaussiana de ancho G,
centrada en el valor “verdadero” A + Bx;

v



Ajuste por cuadrados minimos

La probabilidad de obtener un dado par de valores (x,, y;) se obtiene como:

1 _ 12 e
Proba g(y;) o« — e (WimA=Bz:)*[20,
. 7,
Entonces la probabilidad de obtener el conjunto completo de mediciones y4,..., yn, entendidas
como independientes es

1 _.,e N A— Br:)2
PT‘ObA’B(yl,...,yN) o< O—NC X" /2 con X z (yl z)

Y y




Ajuste por cuadrados minimos: determinacion de 4™y B* vy de sus incertezas

Los mejores estimadores para A y B son aquellos que maximizan esta probabilidad, y por lo
tanto minimizan 2. Para encontrarlos diferenciamos y? respecto a A y B, e igualamos a cero:
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Ajuste por cuadrados minimos: determinacion de 4™y B* vy de sus incertezas

Los mejores estimadores para A y B son aquellos que maximizan esta probabilidad, y por lo
tanto minimizan 2. Para encontrarlos diferenciamos y? respecto a A y B, e igualamos a cero:

8X2 _9 N N2
i—A—-Bz;)=0 (i :
9A yZZ(y ;) = Y 35 52 Z:r(y A-Bz;)=0

y 1=

Estas corresponden a un sistema de dos ecuaciones para las dos incognitas A y B,

AN"'BZ-TI':Z?JI' AZIZ'“FBZI?:ZI":‘/"

de donde

2
At 2T Ey;ZIEIy B*:NZ-TZ/;Z-TZ?J con A:NZIQ_(ZI)Q




Ajuste por cuadrados minimos: determinacion de 4™y B* vy de sus incertezas

Los mejores estimadores para A y B son aquellos que maximizan esta probabilidad, y por lo
tanto minimizan 2. Para encontrarlos diferenciamos y? respecto a A y B, e igualamos a cero:

('9)(2 -
A o

c'?xQ
OB o2

z::rz(yz A-Bz;)=0

y 1=

N
- A- Bil‘z) 0 y

tewm

Estas corresponden a un sistema de dos ecuaciones para las dos incognitas A y B,

AN"'BZ-TI':Z?JI' AZIZ'“FBZI?:ZI":‘/"

de donde

Ye’Yy-Yr¥ay | |p NXzy-TzXy
A A

A=NZ:172—(Z:1:)2

A'=

con

Los estimadores de A y B resultan ser funciones simples de los y;. Sus incertezas pueden
entonces encontrarse simplemente propagando errores:

. xz’ -
OA =0y A OB*= Oy

>| =




Ajuste por cuadrados minimos: determinacion de o,

La incerteza en y podria obtenerse de medir repetidas veces la cantidad y; para un dado x;. Por
otro lado, es intuitivo pensar que lo mismo se puede lograr usando el conjunto ya obtenido de
pares (x1, ¥1),.--, (xn, ¥n) haciendo:

1 .
oy = \/1\" Z (yi — A- Bri)2

Esta expresion puede también encontrarse con el principio de maxima verosimilitud,
diferenciando respecto a o,.




Ajuste por cuadrados minimos: determinacion de o,

La incerteza en y podria obtenerse de medir repetidas veces la cantidad y; para un dado x;. Por
otro lado, es intuitivo pensar que lo mismo se puede lograr usando el conjunto ya obtenido de
pares (x1, ¥1),.--, (xn, ¥n) haciendo:

1 .
Uy = \/N’ Z (yz - A- Bl?i)z

Esta expresion puede también encontrarse con el principio de maxima verosimilitud,
diferenciando respecto a o,.

El problema igual que antes es que no conocemos a Ay B, sino a sus estimadores. Se puede
demostrar que la expresion correcta cuando se usan los estimadores es:

y N QZ(yZ A* B*x)




Como tener en cuenta los errores sistematicos/instrumentales?

Puede ocurrir que los errores del ajuste sean minimos comparado con los errores sistematicos:

\ Los errores que se indican son los del
instrumento

v



Como tener en cuenta los errores sistematicos/instrumentales?

Puede ocurrir que los errores del ajuste sean minimos comparado con los errores sistematicos:

A
Los errores que se indican son los del
A instrumento
7
X

Sugerencia 1: estimar la maxima y minima pendiente posible compatible con esas incertezas

Sugerencia 2: elegir un valor de x en la mitad de la escala y propagar para ese valor las
incertezas de los instrumentos utilizados

0 Binst _ (5yz'nst )2 4 (5-'172'1152 )2
B Y T

0B = \/(58ajust.e)2 + (‘sz}iﬂSl):2

En ambos casos




Covarianza

Buscamos evaluar ¢(x,y)

Medimos dos cantidades x e y, obteniendo N pares (x4, y1), ..., (Xn, YN)-
De las N mediciones x4, ..., xy S puede computar T y oy,
De las mediciones y4, ..., yn S€ puede computar y y o,

De manera similar, podemos calcular N veces ¢; = q(x;, yi), y de ahiq y Og-



Covarianza

Buscamos evaluar g(x,y)

Medimos dos cantidades x e y, obteniendo N pares de (x4, 1), ..., (XN, VN)-
De las N mediciones x4, ..., xy S puede computar T y oy,

De las mediciones y4, ..., yn S€ puede computar y y o,

De manera similar, podemos calcular N veces ¢; = q(x;, yi), y de ahiq y Og-

Suponemos que las incertezas son pequefas, y que por lo tanto los x; estan cerca de *
y los y; estan cerca de y. Entonces:

q; = Q(:Ui’ yz)
__, Oq _ . Oq _
v q(Z,y)+ —(zi—7) + —(vi - V)
Ox dy
Las derivadas parciales son evaluadas enx y en ¥, y por lo tanto son constantes y las
mismas para todo i.



Covarianza

Buscamos evaluar g(x,y)

Medimos dos cantidades x e y, obteniendo N pares de (x4, 1), ..., (XN, VN)-
De las N mediciones x4, ..., xy S puede computar T y oy,

De las mediciones y4, ..., yn S€ puede computar y y o,

De manera similar, podemos calcular N veces ¢; = q(x;, yi), y de ahiq y Og-

Suponemos que las incertezas son pequefas, y que por lo tanto los x; estan cerca de *
y los y; estan cerca de y. Entonces:

q; = Q(Iz* yz)
dq _. Oq _
—\T;—T)+ —(y; —
Las derivadas parciales son evaluadas enx y en ¥, y por lo tanto son constantes y las
mismas para todo i. Entonces

~ q(T,y) +

2

q= qi

2| =
o~ .

2 |
[y

o %) 0 _ _
[q(w, y) + — 1 (z; —T) + — 1 (yi — y)] = q(z,7)
Ox Jy

2| =
o~
|
[y



Covarianza

La desviacion estandar para los N valores g; es entonces

2
Z(Qz Q)2 1 [@(fcz -Z)+ @(yz g)]

N-1
dq 1 ) 21 o
((9:1:) N — 12(:1:2—:1:) ( y) N—lz(yi_y)
dqdq 1 _ _
+28:U oy N -1 Z(xi—w)(yi—y)



Covarianza

La desviacion estandar para los N valores g; es entonces

Z(Qz Q)2 Nl 1 [gq (sz—l')+

(Zj:) N1 N 2@ ( y)21v1-1z(y"“y)2

6q(yz ?)]2

dq 0q 1 _ _
+26a: oy N -1 Z(xz—a})(yz—y)
de donde
() e
7 \0x Oy Oz Oy *

con la “covarianza” definida como

1 _ _
Ozy = m;(fbi—fv)(yi—y)




Ejemplo #1: Resistencia y potencia en el método de 4 puntas

Buscamos medir una resistencia R como R = V/I, y la potencia disipada como P = VI

Caso #1: las fluctuaciones en la corriente son tan rapidas que al medir la tensiobn ambas
incertezas son independientes

71
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Ejemplo #1: Resistencia y potencia en el método de 4 puntas

Buscamos medir una resistencia R como R = V/I, y la potencia disipada como P = VI

Caso #1: las fluctuaciones en la corriente son tan rapidas que al medir la tensiobn ambas
incertezas son independientes
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(6R)? = ﬁavz + (1—2) 6I% = %(5‘/2 + R?*6I%)

(6P)% = I1%6V? + V2617 = I?(6V* + R%6I°)



Ejemplo #1: Resistencia y potencia en el método de 4 puntas

Buscamos medir una resistencia R como R = V/I, y la potencia disipada como P = VI

Caso #2: las fluctuaciones en la corriente son tan lentas que al medir la tensibn ambas
incertezas son dependientes

! V;-V =R(I;- I)

LV

v




Ejemplo #1: Resistencia y potencia en el método de 4 puntas

Buscamos medir una resistencia R como R = V/I, y la potencia disipada como P = VI

Caso #2: las fluctuaciones en la corriente son tan lentas que al medir la tensibn ambas
incertezas son dependientes

! Vi-V =R(I;-I)
~
LV
5 1

En este caso entonces o7y, = Z(Vz - V)(Izi - T) = RU?

N -1



Ejemplo #1: Resistencia y potencia en el método de 4 puntas

Buscamos medir una resistencia R como R = V/I, y la potencia disipada como P = VI

Caso #2: las fluctuaciones en la corriente son tan lentas que al medir la tensibn ambas
incertezas son dependientes

! Vi-V=R(I;-1)
~

LV

1 _ _

En este caso entonces a%/l =N _1 Z(V, -V)(I;-1)= Ra?
(6R)? = i(éVQ + R%51%) + 2% ( IV2)R51
R2 VR
=7 (261%) - 9F6[

R2 R?
- art)- 2 (o)



Ejemplo #1: Resistencia y potencia en el método de 4 puntas

Buscamos medir una resistencia R como R = V/I, y la potencia disipada como P = VI

Caso #2: las fluctuaciones en la corriente son tan lentas que al medir la tensibn ambas
incertezas son dependientes

! Vi-V=R(I;-1)
~
LV
5 1

> (Vi-V)(I;-T) = Roy

En este caso entonces oy, = N1

Mientras que . . .
e At (6P)? = I2R? (261) + 2V IRSI? = 412}22512

Recordar que el caso no correlacionado era

(6P)2 = I%6V? + V2617 = I*(6V? + R%61°%)



Ejemplo #2: Correlaciones en el ajuste lineal

Consideremos un ajuste lineal por cuadrados minimos y = a + bx, que resulta en los mejores
estimadores

. _TFy-yaFay o _NEZay-Tz¥y
N2~ (L2) Ny a2~ (Lz)

a




Ejemplo #2: Correlaciones en el ajuste lineal

Consideremos un ajuste lineal por cuadrados minimos y = a + bx, que resulta en los mejores
estimadores

 _ZTTy-Yaryay o NZzy-Yayy
Nya?-(La) Nya?-(La)’

Consideremos el punto o = % y Y= le\}y_ Entonces:

a

_ Ya’Yy-TaTaey+[TayTe - (Ta)* ]

a* +b'T =

Ny 22— (Tz)°
:Zy[NZw”%wa]
N [INY2?2- (Zz)’

=Y



Ejemplo #2: Correlaciones en el ajuste lineal

Consideremos un ajuste lineal por cuadrados minimos y = a + bx, que resulta en los mejores
estimadores

. va 2 Y- Z:vz:vy b*:NZwy—Zwa
Ny a?- (L)’ Nya?-(Yz)’

a

Consideremos el punto o = Z; y Y= %:\,y Entonces:

_XTTy- Zway+thZm—(Z®VNJ

a* +b'x
Nya?- (T z)’
ZZy!NZw”waf]
NYa?-(Xa)’

=Y
Es decir: el punto (Z,7) es solucion de la ecuacién lineal ajustada.

Notar que sus fluctuaciones son del orden de Uy/\/ N , mientras que las fluctuaciones de los
puntos individuales son del orden de T, .



Ejemplo #2: Correlaciones en el ajuste lineal

o
A
Y Los errores que se indican ahora
son los aleatorios
i N — 4F + b*
oylV y=a X
e
“ |
T x



Ejemplo #2: Correlaciones en el ajuste lineal

decrece a”*

crece b*

son los aleatorios

Los errores que se indican ahora

v

y=a +bx



Ejemplo #2: Correlaciones en el ajuste lineal

decrece b*

son los aleatorios

Los errores que se indican ahora

ay/VN

crece a”

»
»

T X

Es decir que a* y b* estan fuertemente correlacionados.

y=a +bx



Ejemplo #2: Correlaciones en el ajuste lineal

decrece b*

son los aleatorios

Los errores que se indican ahora

ay/VN

crece a”

»
»

z X
Es decir que a* y b* estan fuertemente correlacionados.

La pregunta es entonces cuanto vale

1 M B .
Tab = m RZ:I(CLR - a)(bR —b)

y=a +bx



Ejemplo #2: Correlaciones en el ajuste lineal

La filosofia de esto es realizar una serie de ajustes del tipo

(xlay})(xQ’y%) """"" (Z.N'y}\/') — alabl
(51313?1%)(372,3/%) """"" (Z.N'yJQV) — (IQ., b2
(z1,y1) (22,93 ) ... (zn,yN) = ar,br



Ejemplo #2: Correlaciones en el ajuste lineal

La filosofia de esto es realizar una serie de ajustes del tipo

($1,y%)(x2,y%) °°°°°° ($N,y}v)—>a1,b1
($lay%)($2,yg) °°°°°° ($N~y1?\/') — (IQ., b2
(z1,y1) (22,93 ) ... (zn,yN) = ar,br
(ivl,yjl\'f)(l?zayéw) ------- (IEN:yﬁ}I) = apn, by

de donde obtenemos

(21, 77)(22,72)....... (zn,TN) = @, b



Ejemplo #2: Correlaciones en el ajuste lineal

Desarrollando agr y bg alrededor de sus valores medios tenemos que

de donde

I [N 8, N
: [ 0 yz)zaab (y] _?JJ)]
1

R
da Ob 1 M _ _
o [M 1];1(1132—%)(1/?—@/3')]



Ejemplo #2: Correlaciones en el ajuste lineal

Desarrollando agr y bg alrededor de sus valores medios tenemos que

aR = a+z

X o
b :b+ — —
de donde N N
1 Oa Ob
Oab = m 2 [; s (yz yz) Z (y] - ?JJ)]
NN Oa Ob 1 Mo s

Podemos ver entonces que si todos los y; son independientes, el producto

A[ 1 Z(yz _yz)(y] _y_’)) 52] Y

es decir,

dJa Ob 2
Jab " zzlayz dy; 7y




Ejemplo #2: Correlaciones en el ajuste lineal

i :i da b , o LTTy-Fayay b NEay-yosy
T & Oy Oys Nyaz?-(yz)’ NY 22— (Y z)’

Es facil ver que

da Sz2-z; Yz
Oy; A

b Nzx;-Yzx
Oy; A




Ejemplo #2: Correlaciones en el ajuste lineal

aab_i da Ob X'y y- Loy oy o NXzy-Yayy

g a

5 Oy 0y ¢ Ny a2 (Y )’ CNY 22— (Y z)

Es facil ver que

da Y-z Y

83/1 - A
b Nz;-Yx
8:(/2 - A

y por lo tanto

N
Lz
Z: 63/2 A

Finalmente entonces,

2
y

Oab = _&0
A

Esto implica que uno puede calcular la covarianza a5 con una tnica medicion y por lo tanto
una unica determinacion de ay b.



Ejemplo #2: Correlaciones en el ajuste lineal

Cual es la relevancia de este resultado?.

Supongamos tener un ajuste lineal de la forma y = a + bx, y con esto queremos inter o
extrapolar el valor yg = a + bx,. La pregunta es cuanto vale la incerteza de y,?

y la respuesta es

2 2, 2 2 .
Oyo =0 + 200, + 2200 4
con
2T 9
Tab = —Xay



