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Incertezas en una medicidon

Mas alla del hecho de que el “medir” altera el objeto en cuestion,
no es posible obtener el valor real de una magnitud

\

Errores propios del instrumento y
metodologia de la medicion

Qué significa medir?



Incertezas

todas las mediciones tienen algun grado de duda

modificando la técnica de medicion, adecuando el entorno o cambiando
instrumentos podremos disminuir los errores..... Pero NO eliminarlos totalmente
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Cada caso tiene una necesidad de determinacion dada



Incertezas en una medicidon

Estadisticos o al azar

¢ al observar un valor en una escala
e al no estar correctamente definido lo que se quiere medir (limites)
e fluctuaciones de las condiciones de contorno (tensidn, temperatura, presion, etc.)

Sistematicos

e de calibracion de los instrumentos

e de quien realiza la medicion (humano o maquina)

e condiciones de medicion diferentes a la de calibracion

e seleccidon equivocada del método de medicidon (suposiciones equivocadas o suposiciones correctas
gue no se cumplen



Incertezas en una medicion Exactitud y precis’

Exactitud

Entre mas cerca se encuentra una medicion del valor
error y mas exacta es.

Precision

Las mediciones son mas precision cuando los valore
mediciones estan lo mas cercanas posible.




Errores sistematicos: puedo eliminarlos?

e Encontrarlos y eliminarlos
e Minimizarlos por calibracion
e Estimar su valor

El conocimiento de la medicién que hacemos o el fabricante del instrumento que estamos
utilizando nos dan informacion sobre la confiabilidad del mismo. Por ejemplo: 1% sobre el valor
medido.

Suponemos que cada medicion realizada con dicho instrumento tendra al menos la incerteza que
nos avisa el fabricante.



Errores casuales - estadisticos: como puedo mejorar una medicion?

e Se producen por efectos externos que cambian constantemente

e Suponemos que no tienen un “sentido” preferencial, sino que afectaran el proceso de
medicion modificando aleatoriamente su magnitud alrededor del valor “verdadero de
medicion”

e Entendamos como valor “verdadero de medicion” aquel que mediriamos con un
instrumento en caso que no existieran efectos externos aleatorios

e E| anadlisis de los errores casuales no nos conduce necesariamente al valor “verdadero
absoluto” sino al valor “verdadero de medicion”.



Cémo se reporta una medicion con su error

Indicando un rango: L=(2.2-2.6) m

Indicando un valor de referencia) y una banda alrededor: L=(2.4+0.2) m

Indicando el error relativo: Y=y =+ 9y

0
oy _ 0.1 Error relativo del 10%

y



Cémo se reporta una medicion con su error

Reglas para la escritura de un valor con su error: cifras significativas

/=17 o1 62

mas probabl
utilizaremos 1 cifra significativa para los errores que obtendremos en este curso, redondeando al
numero mayor inmediato. Solo cuando esa cifra empieza con 1y la segunda es un 1 o 2, seria aceptable
colocar una segunda. O sea, 1.1y 1.2 guedan como estany 1.3 pasa a 2.

El valor de la magnitud medida/calculada se reportara teniendo en cuenta que su ultima cifra
significativa es del mismo orden de magnitud que el error de esta magnitud.

En un proceso donde x.xxxx se obtiene de calculos, se utilizaran las cifras disponibles para los
pasos intermedios y se redondeara al momento de la escritura del resultado



Cémo se reporta una medicion con su error

Reglas para la escritura de un valor con su error: cifras significativas

Ejemplos
Z medido//calculado 6z Z informado
7654.78 28.91 7650 = 30
(7.65 + 0.03) x 103
3284.128 0.0445 3284.13 £ 0.05
(3.28413 + 0.00005) x 103
(328413 + 5) x 102
4.19875 0.12 4.20+0.12

4.2+0.27???



Entonces, cuando son compatibles medidas sucesivas....
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Tenemos problemas




Grafiquemos datos medidos de una misma magnitud donde podamos ver cuan confiables son
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Grafiquemos datos medidos (x,y) relacionados por una expresion f(x,y)
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Volvamos a los errores estadisticos: cOmo se evidencian?

Se realizan n mediciones (x4, X,,...,X,,) de una misma variable x;

* no son siempre el mismo valor i
x 4 '
g
' o 3
0f < X?
8 ! — El valor que asignemos a X sera
© el valor “mas probable”
| :

Criterio para definir qué valor X reportaremos como resultado:

Sea X el valor que elegimos reportar, entonces 6X; = X-X;

Lo I6gico de pensar es que la suma de estas diferencias sea minima:

minimo ), |8xi |=Z |xi —X | O mejor aun:  minimo Y,(0x,)? | =) (x; — X)?



Cual es el mejor valor de X?

Si no hubiesen errores sistematicos (o son << que los casuales), el X que minimice las diferencias
se acercara mas al “valor verdadero”

minimo ¥(6x)?| =X (x, — X)? %Z(xi —X)2=0

Y- X)?=—25(x—X) = —2%x+ 25X = —2%x +2nX = 0

n

TLX=in > X =

1

S|

n
1



Errores casuales:

Varianza

n n n

1 1 1
o2 = EZ((spci)z =EZ(xi _x)? = EZ((Sxiz — 20X + X?)

1 1 1

2 1 Y 2 n 2 1 n2 2
0% =— Exi—ZX x; + nX =—(E xi—nX>
n 1 1 " ' \

1

Si reemplazo X por x La ventaja de esta expresion es que cada
vez que se agregue una medicion, soélo se
agrega un sumando mas. Caso contrario
1 — hay que recalcular el promedio y hacer
0= \/; = ;Z(xiz —nX?) todas las diferencias nuevamente
i=1

Desvio estandar




Ahora cdmo se reporta una medicidn con su error

Cuando realicemos una medicién xi, esperaremos observar una fluctuaciéon media de magnitud o
alrededor de su valor “de medicién” X

Ahora como se reporta una medicidn con su error: X;ito
Este valor de sigma es el error estadistico del método de
medicidon. Cada medicidon independiente tiene este error.

Si tomamos muchos valores de x, y hacemos el
promedio, el error del promedio no es este sigma,

seguramente el error del promedio sera menor....
Lo veremos mas adelante.



Propagacion de errores

Sea Z = Z(x)
Pregunta: si x = x, * &x cdmo expresamos Z?

Opciodn 1: calculamos Z en todo el rango (x,-6x, x,+6x) y determinamos &z

Opcidn 2: aproximamos suponiendo que 06x es pequeno

Z
Z=17(x.)
Z+52 iy sz =22 sy
i = " E ax
| i |



Propagacion de errores: mas variables

Sea Z =Z(w,x,y)
Pregunta:siw=w_+ 6w, x=x_,+0x,y=y, 0y como expresamos Z?

Opcion 1: calculamos Z en todo el volumen alrededor de (w,,,X,,,Y,,) de lados (éw,6x,5y) y determinamos 6z

Opcidn 2: aproximamos suponiendo que éw,6x,0y son pequenos y que (w,X,y) son independientes (la
ocurrencia de los errores NO esta correlacionada).

Z=272(W X Ym)

Proponemos:

sz= |[224] s 2+ ZI s 2+ il 2
~ Naw| % ax| ay| %
Wm Xm Ym




Propagacion de errores: mas variables - Justificacion

Sea Z =Z(x,y) Medimos: (x,y;)) =—p z.=Z(x,y,)
(Xi;yi) z,=1L (Xi;yi)
(X,Y) =— Z=27Z(X)Y) = promediode z
Recordemos: &x, = x.— X, &y, =y, — Y equivalentemente: 6z. =z, -7

Hagamos un desarrollo de Taylor de Z(x,y;)

d0Z d0Z
Z =Z(xi;}’i):Z(X;Y)+a_ OX; +t3 6y; +
Xlxy Yixy
1) Z(X,Y) 0z o +aZ )
Zi = zj — 1) ==— Xi T~ Yi
Ox XY ay XY




Ahora, calculemos ¢,% y para ello supongamos (x,y) independientes

0Z 0Z
8z, =z;— Z(X,Y) = — ay

ox; +
axX

Sy,
XY

2
0
0'22=% Z?(Szi)z _Zn <—Z OX; + — 5yl-> =

0x ay XY

0z
xyay

son independientes y siempre
hay un producto x,y, = -x\y;

&
—Z(le Ny =

n
XY

5xi5J'i> _Esta suma es ~ cero porque x; ey,
XY
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0Z
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Propagacion de errores: casos especiales muy usuales
?

~ N\
Sumade 2 variables: Z=x+y; Z=(x,*Y,)=*(6x+&y]

2 2
YA

) (6x)* +<— ) (6y)?
dy

6z = \/(536)2 + (6y)*

= Xpm LY <6Z
0Z —
dx

\

Producto y potencias:
57 5x\ 5y\°
Z = (x)% (y)? — = \/@) + y> < |a]

importante para tener en cuenta
cual factor induce mayor error

“re(F)
x y



Propagacion de errores: error del promedio

$ ox =7
le/ X

i=1

SIP—*

error del promedio: cada medicion x; es independiente

Xi6xi>2 = i( 5xl> = %Z(6xi)2

V =1 \J

n
SX = z 0X
|4\ ax;

60X =

Bl




Veamos nuevamente la definicion de varianza.....

n

1
g% = EZ(xi — )? Donde a es el valor “real” que no podemos conocer...
1 Y usamos el valor promedio para estimarlo...
n

no? =z(xi—f+f—oc)2

. . o)
es la varianza del promedio: n —
n

n n
1
nO.Z — Z(xl _ E)Z + 02 ﬁ 0.2 — mzcxl _ E)Z
1 1

I)) I))

Varianza “real” (respecto al valor “rea
desconocido) usando el valor promedio



Promedios ponderados

Qué pasa si mido una misma magnitud, pero cada medicién tiene un error de determinacion diferente
(distintos instrumentos, distintos dias, etc...)

Cada valor tiene un peso diferente, entonces el promedio queda expresado como:

2 n

P-U-)Z =( ! > E P?o?
l
‘{l:lpi l l

i=1

n

n
— 1
Xpond = on p. P; x; pond z <
i=1*1 1

i= i=1

Busquemos los pesos que nos minimice la varianza

Vi °‘
pond 2 .
aP; _\[\Z\P 9i (Z =0
T2 = _ cte .= i 2 _ 1
Piof a=p Pi—g_iz — b o2 Opond = . iz
i=1



Ajustes de resultados:

Medimos n pares (x,y;) que se puede describir como una funcién vy, = f(x,a,b,c,...),
donde a,b,c,... son los prarametros de esta funcidn

:j: Queremos buscar los parametros a,b,c,... que “ajuste”
o lo mejor posible la expresion y = f(x,a,b,c,...), para
i P todos los pares (x,y,) medidos.
8 g ' e
(5_- ,/} - .. . e
: 1< Suposiciones: — Habria qye tomar
2] v e el error en x es mucho menor que el de y alguna distancia a la
= - * los errores en y son similares funcién que tenga en
-2 r ’ r ’ r ,
: 29 “ cuenta 0X; Yy oY;

Definimos 6y, =y, - f(x,a,b,c,...)

Buscamos a,b,c,... gue minimicen la suma cuadratica de las distancias de los puntos a |la funcidn de ajuste

n n

minimo Z(5yi)2 = E(yi — f(x;,a,b,c,...)?
i=1

i=1



Ajustes de resultados: El caso de ajustes de puntos que estan sobre una recta

y=A+B.xX
— B Medimos n pares (x,y;) y tratamos de encontrar a,b
gue mejor “ajuste” la expresiony =a + b.x

* Suposiciones:
“+ e el error en x es mucho menor que el de y
o x e |os errores en y son similares

Definimos 0y, =y, —a — b.x;

Buscamos a,b que minimicen la suma cuadratica de las distancias de los puntos a la recta de ajuste

n n

minimo 2(53&')2 = Z()’i — a — bx;)?
i=1

i=1



Busquemos los parametros a,b que optimicen el ajuste de la recta...

n n
minimo 2(53’02 = z(}’i —a — bx;)?
i=1 i=1

d Z?:1(53’i)2
da

n

Z()’i—a—bxi) =0

i=1

n n
Zyi—na—beizo (1)

i=1 i=1

=0

Y —a—bX=0
Despejando de (1) y (2)...
=1 Yi D=1 X _Zn 1 X D=1 (i yi)

A

Z _1 (i) — Zl 1Xi ln=1yi
A

b =

2 1(5}’1)2 —0
db
n
in(yi —a—bx;))=0

i=1

(2)



Por propagacion de errores se obtienen los errores de a y b siendo:

nx? n 1 —
2 _ L240=1"1 2 — 2 2 2
9a = Oy =4 9 = Oy p Oy = z(yi_a_bxi)
i=1

n—2

para identificar si los puntos medidos responden a un comportamiento lineal definimos:

r: coeficiente de correlacion:

0x0y

r = r varia de 1 a -1 (1 recta perfecta con pendiente positiva, -1 con pendiente negativa

Atencion: mirar siempre los “residuos”!!!
o, covarianza

1 1 — —
Oxy=-Li=10%i6y; = — i, (i =) (i = ¥)



Veamos este caso

20

W [mV]

Y los residuos son...

El resultado da

V= (1£2) uV + (999.0+0.1) Q * |




Linealicemos funciones......

Los puntos siguen una exponencial

Los puntos siguen la funcién inversa
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Atencion: ahora los errores en y no son todos iguales!



Linealicemos funciones......

Los puntos siguen una exponencial

Los puntos siguen la funcion inversa

0.8
0.6
0.4
0.2

0.04

Atencion: ahora los errores en y no son todos iguales!
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Una opcidn es hacer ajustes ponderados con P.=1/c.2

Oy,



