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1. Verificar que las matrices @ y 8 dadas por

. (0 G I 0
(2 0) =0 5)

donde & son las matrices de Pauli e I es la identidad en dos dimensiones, satisfacen los reque-
rimientos de la ecuacién de Dirac, es decir que son hermiticas, de traza nula y poseen autovalores
+1. Mostrar que ademas satisfacen el dlgebra de Dirac:

— 2
{Oéi,aj} = ooy + oo = 25@‘, o = 1,

{a, 8} = aip + Ba; =0, g2=1.

Mostrar que el conjunto de matrices {Uc;UT, UBUT}, con U una matriz unitaria, también satisface
las condiciones de Dirac.

2. (*) a) Demostrar que el Hamiltoniano de Dirac H de una particula libre conmuta con el operador
de impulso lineal p, no conmuta con el operador de impulso angular orbital L ni con el operador

de espin
i;< ),

pero si lo hace con el de impulso angular total J=L+3.
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b) Mostrar que el operador 3 definido de esa manera satisface el algebra de impulsos angulares y
tiene autovalores i%h.

—

c) Definiendo el operador helicidad h = 25.%, calcular [5, %], [H, h], [, h]. iSe pueden encontrar

estados que sean simultdaneamente autoestados de h, H y p?

3. Mostrar que la onda plana
®(z,t) = A exp (;pux“>

es solucién de la ecuacién de Klein-Gordon. ;Es solucién una combinacién lineal de ondas planas?
Verificar que cada componente de un fermién de Dirac satisface la ecuacién de Klein-Gordon:
(82 + m2)\I/i =0.
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4. a) Mostrar que =y 1y v y*y>, conocido como el operador de quiralidad, es hermitico, de
cuadrado unitario, y anticonmuta con las cuatro matrices v de Dirac. j Cudles son sus autovalores?
Mostrar que los operadores P, p = %(1 F 7°) son proyectores y proyectan sobre estados de
quiralidad bien definida.

b) Demostrar que en el limite altamente relativista, la accién de ° sobre los espinores u;(p) es la
misma que la de h, es decir ~® coincide con el operador de helicidad:

2o () = b (7).
c) Verificar que para las antiparticulas los signos de quiralidad y helicidad son opuestos

Yoo () = —ho (p).



5. Considerar la ecuacién de Dirac en presencia de un campo electromagnético (p* — pt — e A*).

a) Mostrar que en el limite no relativista up ~ ﬁ&.(ﬁ— eA)uy, donde uy y up son las compo-
nentes superior e inferior del espinor de Dirac.

b) Usando este resultado, probar que

1 - -
%(ﬁ— eA)? +eA’ — %E.B ug = (E—m)uy .

(En consecuencia, el factor giromagnético del electrén es igual a 2).

6. (*) La operacién de conjugacion de carga se define como
v, =CU*

donde la matriz C satisface C2 =1, Ct = C, Cy*C = —*

a) Mostrar que si U satisface la ecuacién de Dirac en presencia de un campo electromagnético,
entonces V. satisface la misma ecuacién cambiando el signo de la carga.

b) Probar que C' = i7? en la representacién estandar de matrices de Dirac.

c) El siguiente conjunto de matrices

0 __ 0 o9 1 _ iUg 0 2 0 —09 3 —igl 0
T\ 077700 o3 )07 Tl 0 07T T 00 —ioy

se conoce como representacién de Majorana, demostrar que da lugar a una representacién de las
matrices de Dirac en la cual C es la identidad.

7. Un fermidn relativista libre estd descrito a t = 0 (en la representacién de Pauli-Dirac) por el
espinor:
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con E = \/p? + m2. Encontrar la evolucién temporal para t > 0. ; Qué valores de helicidad espera
medir a tiempo ¢t > 07



