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1. La ecuación de Dirac para una part́ıcula libre tiene cuatro soluciones linealmente independientes
asociadas al mismo valor de enerǵıa-impulso (~p y E):

Ψ(x, t) = u(i)(~p) e−i(E t−~p·~x)/h̄ , u(i)(~p) = N

(
χi

c ~σ·~p
E+mc2

χi

)
, (i = 1, 2)

y

Ψ(x, t) = v(i)(~p) ei(E t−~p·~x)/h̄ , v(i)(~p) = N

(
c ~σ·~p

E+mc2
χi

χi

)
, (i = 1, 2),

con E =
√
p2c2 +m2c4 > 0, N una constante de normalización, χ1 =

(
1
0

)
y χ2 =

(
0
1

)
.

a) Verificar expĺıcitamente que son soluciones.
b) Mostrar que para ~p = 0 se recuperan las soluciones en reposo.
c) Estudiar la ortogonalidad de las soluciones.

2. Una representación posible para las matrices α y β es la representación de Weyl:

ᾱ =

(
−σ̄ 0
0 σ̄

)
, β =

(
0 I
I 0

)
.

Verificar que es una representación.

3. El grupo de las rotaciones en el espacio IR3 puede definirse como el grupo de matrices R reales
de 3 × 3 tales que: RRt = RtR = 1 y det R = 1, y puede parametrizarse por tres ángulos

θi, i = 1, 2, 3. El operador de rotaciones es: U(~θ) = ei
~θ.~j , donde ~j es el generador de rotaciones

en el espacio correspondiente.
(a) Muestre que el producto escalar de vectores es invariante bajo rotaciones.
(b) Muestre que el operador de rotaciones para esṕın 1

2 (~j = ~σ
2 ) es: U(~θ) = 1 cos θ2 + i

2 θ̂.~σ sin θ
2 .

4. El grupo de Lorentz (propio y ortócrono) puede definirse como el grupo de matrices Λ reales de
4 × 4 tales que: Λ Λt = Λt Λ = η, det(Λ) = 1 y Λ0

0 ≥ 0, donde los elementos de Λ son Λµν ,
(Λ Λt)ρσ = ΛµρΛ

ν
σηµν y ηµν = diag(1,−1,−1,−1).

(a) Obtenga la transformación de Lorentz correspondiente a un boost en el eje ŷ, y a una rotación
en torno al eje ẑ, estudie el ĺımite infinitesimal de dichas transformaciones.
(b) Identifique los seis parámetros correspondientes a una transformación de Lorentz (tres parámet-
ros para boosts y tres para rotaciones).
(c) Muestre que el producto escalar de cuadrivectores es invariante bajo transformaciones de
Lorentz.

5. (*) De manera análoga al grupo de las rotaciones, el operador de transformaciones de Lorentz

es: S(ε) = e
i
2
εµνJ µν , donde J µν = −J νµ son los generadores de boosts y rotaciones, y εµν son

los parámetros correspondientes. En el caso de los espinores de Dirac, los generadores J µν =
− i

4 [γµ, γν ].

(a) Mostrar que para un boost en el eje x̂, con ε01 = φ: S(ε01) = 1 cosh φ
2 + γ0γ1 sinh φ

2
(tanhφ = v/c).
(b) Mostrar en el caso particular del punto anterior que S no es unitaria y que: S†γ0 = γ0S−1.
(c) Asumiendo que el último resultado vale para una transformación de Lorentz general, ver que:
ψ̄ψ es un invariante de Lorentz.
(d) Mostrar que la corriente ψ̄γµψ transforma como un cuadrivector.

6. Verificar que el operador de esṕın se puede escribir en términos de las matrices αj como: Σ =
−i h̄4 ᾱ× ᾱ.


