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1. La ecuacién de Dirac para una particula libre tiene cuatro soluciones linealmente independientes
asociadas al mismo valor de energia-impulso (p'y E):
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con F = \/m > 0, N una constante de normalizacién, y; = < 0 > y X2 = < (1) >

a) Verificar explicitamente que son soluciones.

b) Mostrar que para p'= 0 se recuperan las soluciones en reposo.

c) Determinar el valor de N que define la normalizacién covariante w1yl = ¢®fy() =
5ijE/mc2. Mostrar que con esta normalizacién, la densidad p = 91 es la componente tem-
poral de un cuadrivector, y por lo tanto su integral en un volumen es invariante Lorentz.

d) Estudiar la ortogonalidad de las soluciones.

2. El grupo de las rotaciones en el espacio puede definirse como el grupo de matrices R reales de 3 x 3
tales que: RR' = R' R=1y det R = 1, y puede parametrizarse por tres angulos 0;, i = 1,2, 3.
El operador de rotaciones es: U(é) = ¢, dondefes el impulso angular, generador de rotaciones.
(a) Muestre que el producto escalar de vectores es invariante bajo rotaciones.

(b) Muestre que el operador de rotaciones para espin 3 (j = %) es: U@ =1 cos & + %é.& sin 4.

3. El grupo de Lorentz (propio y ortécrono) puede definirse como el grupo de matrices A reales de
4 x 4 tales que: AA? = ATA = g, det(A) =1y A% > 0, donde los elementos de A son A¥,,
(AAY) pe = A YN 5940 Y g = diag(l,—1,—1,-1).

(a) Obtenga la transformacién de Lorentz correspondiente a un boost en el eje Z, y a una rotacién
en torno al eje Z, estudie el limite infinitesimal de dichas transformaciones.

(b) Identifique los seis pardmetros correspondientes a una transformacién de Lorentz (tres paramet-
ros para boosts y tres para rotaciones).

(c) Muestre que el producto escalar de cuadrivectores es invariante bajo transformaciones de
Lorentz.

(d) Observe que un cuadrivector tiene espin 1.

4. (*) De manera andloga al grupo de las rotaciones, el operador de transformaciones de Lorentz
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es: S(e) = e2wS"  donde " = —S8¥H son los generadores de boosts y rotaciones, y € SON

los pardmetros correspondientes. En el caso de los espinores de Dirac, los generadores S* =
) v

—i[* "]

(a) Mostrar que para un boost en el eje &, con €y = ¢: S(ep1) = 1cosh% + 041 sinh%
(tanh ¢ = v/c).

(b) Mostrar en el caso particular del punto anterior que S no es unitaria y que: ST70 = ~95—1,
(c) Asumiendo que el dltimo resultado vale para una transformacién de Lorentz general, ver que:
Yn) es un invariante de Lorentz.

(d) Mostrar que la corriente Yy*4p transforma como un cuadrivector.



5. Construir las soluciones tipo onda plana de la ecuacién de Dirac mediante la aplicacién de un
boost sobre los espinores ¥(x) = u(0)e™" y W(x) = v(0)e"™* correspondientes a una particula
en reposo.

6. Verificar que el operador de espin se puede escribir en términos de las matrices a; como: ¥ =

B = _
—l7a X Q.

7. Otra representacién posible para las matrices a y 3 es la de Weyl:

-(38) (21

Verificar que es una representacin.



